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Истину о трехмерном пространстве следует нести всем, даже жен-
щинам и солдатам.

Эдвин Эббот, fLATLANDIQ, § 21

Все знают, как полезно быть полезным. Никто не знает, как по-
лезно быть бесполезным.

Чжуан-цзы

Можно жить по вокзальным часам, а можно по солнечным.

Осип Мандельштам, eGIPETSKAQ MARKA

Во всех человеческих сообществах, во все времена, существует
один процесс, который является показателем прогресса индиви-
дуума или группы. Это рост глубины и изощренности понимания
вещей.

Идрис Шах, zNANIE KAK ZNATX

If you’ve been pounding nails with your forehead for years, it may
feel strange the first time someone hands you a hammer. But that
doesn’t mean that you should strap the hammer to a headband just
to give your skull that old familiar jolt. — Если Вы из года в год
забивали гвозди лбом, Вы испытаете странное чувство, когда кто-
то первый раз даст Вам в руки молоток. Но это не значит, что
следует прибинтовывать молоток к голове просто для того, чтобы
дать своему черепу привычную встряску.

Donald Knuth

Die Kunst will es von uns, daß wir nicht stehen bleiben. Sie werden
eine neue Art der Stimmführung bemerken.— Искусство требует от
нас, чтобы мы не стояли на месте. Вы заметите совершенно новый
тип полифонии.

Ludwig van Beethoven

Каждый пишет, как он слышит.
Каждый слышит, как он дышит.
Как он дышит, так и пишет,
Не стараясь угодить . . .
Так природа захотела.
Почему?
Не наше дело.
Для чего?
Не нам судить.

Булат Окуджава, q PI[U ISTORI^ESKIJ ROMAN

Жить в эпоху свершений, имея возвышенный нрав,
к сожалению, трудно.

Иосиф Бродский, kONEC PREKRASNOJ \POHI
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wwedenie

The man thinks. The horse thinks. The sheep thinks. The cow
thinks. The dog thinks. The fish doesn’t think, because the fish knows
everything.

Goran Bregović

It is a common knowledge to every schoolboy and even to every Bache-
lor of Arts,
That all sin is divided into two parts.
One kind of sin is called a sin of commission, and that is very impor-
tant,
And it is what you are doing when you are doing something you ortant,
And the other kind of sin is just the opposite and is called a sin of
ommission and is equally bad in the eyes of all right-thinking people,
from Billy Sunday to Buddha,
And it consists of not having done something you shuddha.

Ogden Nash, Portrait of the artist as a prematurely old man

Настоящая книга представляет собой запись лекций по линейной алгеб-
ре, которые я последние восемь лет читаю потоку прикладных математиков
математико-механического факультета СПбГУ. Эта книга покрывает — с
большим запасом! — весь материал, традиционно включаемый в курсы ли-
нейной алгебры, и, кроме того, во многих местах излагает дополнительный
материал, представляющий точку зрения профессионального алгебраиста,
возможные обобщения, вычислительные аспекты, а также иллюстрирую-
щий приложения линейной алгебры.

§ 1♦. lINEJNAQ ALGEBRA

В настоящее время линейная алгебра, в том смысле, как понимают
этот термин современные математики, является наиболее широко
используемым аппаратом для всех разделов чистой и прикладной
математики — от теории алгебраических чисел до квантовой ме-
ханики, не говоря уже о теории групп, алгебраической топологии и
функциональном анализе. Одновременно обнаружилось, что логи-
ческая структура линейной алгебры исключительно проста и осно-
вывается на небольшом количестве удобных в обращении понятий
и аксиом, хоть это и затушевывалось теми сложнейшими вычисле-
ниями с матрицами, определителями и тензорами с большим чис-
лом верхних и нижних индексов, которыми увлекались математики
XIX века.

Жан Дьедонне

С моей точки зрения примерно так должен выглядеть SOWREMENNYJ учеб-
ник линейной алгебры для каждого, кто готовится к ее SERXEZNOMU исполь-
зованию, скажем, в рамках таких специальностей, как программирование,
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математическая экономика, теоретическая физика, квантовая химия, тео-
рия управления, кристаллография, информационные технологии, крипто-
графия и кодирование.
Дело в том, что действующие сегодня курсы линейной алгебры, читае-

мые экономистам и инженерам, полностью сформировались в докомпьютер-
ную эпоху и основной упор в них обычно делается на отработку нескольких
стандартных вычислительных приемов для пространств небольших раз-
мерностей, матриц небольших степеней, и т.д. По причинам, которые мы
подробно обсуждаем в1, BOLX[INSTWO \TIH WY^ISLITELXNYH NAWYKOW
W NASTOQ]EE WREMQ POLNOSTX@ OBESCENILISX.
В связи с явной неадекватностью предлагаемых сегодня нематематикам

математических курсов часто приходится слышать, что появление компью-
теров делает вообще излишним серьезное изучение математики2. Нет ни-
чего более далекого от истины! Очевидно, что именно в связи с резким ро-
стом наших вычислительных возможностей математические курсы долж-
ны стать GORAZDO содержательнее и концептуальнее, а акцент в них должен
быть перенесен с рутинных вычислений на развитие MATEMATI^ESKOGO
I ALGORITMI^ESKOGO MY[LENIQ I FORMIROWANIE OB]IH PONQTIJ.
Как мы объясняем в следующих параграфах, предлагаемый в настоящей

книге подход, основанный последовательном использовании модулей, в том
числе над NEKOMMUTATIWNYMI кольцами, и тщательном различении левых
и правых модулей на уровне языка и обозначений, одновременно

• несравненно эффективнее в вычислительном отношении,
• гораздо нагляднее и проще для начинающего,
• значительно содержательнее с точки зрения как математических,

так и экстра-математических приложений линейной алгебры,

• значительно правильнее с точки зрения профессионального алгебра-
иста,

чем изложения во всех традиционных учебниках линейной алгебры, напи-
санных с NAIWNYH позиций. Настоящий учебник отличается от большин-
ства обычных учебников линейной алгебры не только более общей точкой
зрения, но и более широким охватом материала, значительно большим ко-
личеством математически интересных примеров и GORAZDO большим вни-
манием к деталям, в том числе вычислительным.
Дело в том, что большинство учебников WYS[EJ ALGEBRY и LINEJNOJ AL-

GEBRY написаны людьми, которые матриц порядка больше, чем 3 или 4,
сами никогда не умножали и поэтому просто не понимают возникающих
при этом нюансов. Настоящий же текст, среди прочего, учитывает запро-
сы курса “Математика и компьютер”, который В.Г.Халин и я вели послед-

1Н.А.Вавилов, В.Г.Халин, Mathematica 5.* для нематематика. Вып. 1. Первое зна-
комство. – ОЦЭиМ СПб, 2005, 1–180.

2В качестве дополнительного аргумента при этом выдвигается то, что математика
уже полностью устранена из учебных программ в таких передовых странах, как Синга-
пур и Малайзия.
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ние несколько лет на экономическом факультете СПбГУ. В сопровождаю-
щем его задачнике3 содержатся задачи, где предлагается REALXNO проделать
SIMWOLXNYE вычисления и WY^ISLENIQ BESKONE^NOJ TO^NOSTI с матрица-
ми, в которых несколько десятков, несколько сотен или даже несколько
тысяч строк и столбцов.
С другой стороны, в отличие от подавляющего большинства книг по WY-

^ISLITELXNOJ линейной алгебре, предмет здесь рассматривается с чисто
математической перспективы. Мы подчеркиваем принципиальные момен-
ты и изложение сфокусировано WSE VE на понимании, а не собственно вы-
числении. В частности, мы вообще не обсуждаем PRIBLIVENNYE методы
линейной алгебры, итеративные алгоритмы и большую часть тонкостей,
связанных с практической организацией вычислений.
В первой главе мы начинаем изучать важнейший тип алгебраических

систем — модули над кольцом. Модули над телами называются вектор-
ными пространствами. Вместе с каждым классом объектов естественно
возникают морфизмы этих объектов, морфизмы модулей называются ли-
нейными отображениями. Изучение модулей, векторных пространств и
линейных отображений как раз и называется линейной алгеброй.
Следующие шесть параграфов введения адресованы главным образом

преподавателю. В них я излагаю свой взгляд на построение курса и неко-
торые принципиальные и технические аспекты. Недостатком настоящего
учебника является не то, что я отхожу от традиций, сложившихся в пре-
подавании линейной алгебры, а то, что я делаю это NEDOSTATO^NO RADI-
KALXNO.

§ 2♠. pO^EMU MODULI?

Все знают, как полезно быть полезным. Никто не знает, как по-
лезно быть бесполезным.

Чжуан-цзы

A large part of Mathematics which became useful developed with
absolutely no desire to be useful.

John von Neumann

Моя принципиальная позиция состоит в том, что в L@BOM современном
курсе линейной алгебры — даже в таком, который ориентирован в первую
очередь на приложения! — WSE IZLOVENIE DOLVNO S SAMOGO NA^A-
LA WESTISX NAD PROIZWOLXNYMI KOLXCAMI, причем по возможности
некоммутативными. Более того, даже для коммутативных колец следу-
ет тщательнейшим образом различать левые и правые модули. Сейчас мы
приведем некоторые очевидные соображения в пользу такой неортодоксаль-
ной точки зрения.

3Н.А.Вавилов, В.Г.Халин, Задачи по курсу “Математика и компьютер”, Вып.4. Ал-
гебра матриц. — ОЦЭиМ, СПб, 2008, 1–206.
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• Даже за пределами самой алгебры недостаточно ограничиваться по-
нятием векторного пространства. Дело в том, что в приложениях линей-
ной алгебры в геометрии, (глобальном) анализе, теории дифференциальных
уравнений, механике, физике, обычно приходится иметь дело не с вектора-
ми в какой-то точке, а с векторными полями. Векторные поля образуют
модули над кольцами функций.

• С другой стороны, многие классы функций классического анализа не
замкнуты относительно умножения. В то же время они замкнуты отно-
сительно сложения и выдерживают умножение на функции из различных
колец функций и, таким образом, образуют модули над ними.

• Многие классы функций являются модулями над различными кольца-
ми операторов, в частности, над кольцами дифференциальных операторов.

• Даже в самых классических приложениях речь обычно идет о матрицах
с элементами из колец, скажем колец многочленов от одной или нескольких
— коммутирующих или некоммутирующих! — переменных, различных
колец функций или дифференциальных операторов.

• Многие современные приложения, связанные с передачей, хранением
и обработкой информации, построением эффективных алгоритмов и т.д.
требуют работы с целочисленными матрицами, матрицами с элементами
из колец вычетов и других арифметических и конечных колец.

• Более того, даже если мы интересуемся только вычислениями с мат-
рицами, элементы которых принадлежат некоторому полю, подавляющая
часть эффективных современных алгоритмов основана на использовании
блочной структуры, иными словами, представлении матриц над полем как
матриц, элементы которых сами являются матрицами, т. е. объектами за-
ведомо некоммутативными!

Это значит, что во всех доказательствах и вычислениях, всюду, где это
не приводит к серьезным техническим трудностям, следует избегать ссыл-
ку на коммутативность основного кольца и приводить правильные NEKOM-
MUTATIWNYE формулы. Разумеется, MNOGIE WOPROSY LINEJNOJ ALGEB-
RY NAD NEKOMMUTATIWNYM KOLXCOM SLI[KOM TRUDNY DLQ NA^INA-
@]EGO: конечномерная линейная алгебра над некоммутативным кольцом
включает в себя, как очень специальный частный случай, анализ бесконеч-
номерной ситуации над полем, т. е. вопросы традиционно относящиеся к
функциональному анализу!
Это значит, что при доказательстве большинства основных результатов

приходится все же вводить различные упрощающие предположения, типа
коммутативности или конечномерности. Тем не менее, стоит подчеркнуть,
что большинство классических результатов не зависят от того, что основ-
ное кольцо R является полем, они справедливы в более общих ситуациях,
если R коммутативно, либо является телом. Более того, PRI PROWEDE-
NII DOKAZATELXSTW W ESTESTWENNOJ OB]NOSTI IH STRUKTURA OBY^NO
STANOWITSQ GORAZDO PROZRA^NEE.
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§ 3♠. pO^EMU PROEKTIWNYE MODULI?

Все лица выражали один тревожно-глубокомысленный вопрос: по-
чем теперь фунт слоновьего мяса.

Осип Мандельштам, eGIPETSKAQ MARKA

Я считаю, что естественной общностью для развития линейной алгеб-
ры для начинающих является класс проективных модулей. Тем не менее,
настоящий учебник построен более традиционно, большая часть содержа-
тельных результатов здесь доказывается только для свободных модулей.

• Как обычно, совершенно особую роль во всей теории играют универ-
сальные объекты, в данном случае, модули, в которых существует базис.
Такие модули называются свободными.

• Однако KLASS SWOBODNYH MODULEJ SLI[KOM UZOK DLQ BOLX[IN-
STWA PRILOVENIJ, как в самой алгебре, так и за ее пределами. Дело
в том, что с геометрической точки зрения свободные модули соответству-
ют TRIWIALXNYM расслоениям. В то же время ESTESTWENNU@ OB]NOSTX
DLQ RAZWITIQ LINEJNOJ ALGEBRY PREDSTAWLQET KLASS проективных
MODULEJ, соответствующих LOKALXNO TRIWIALXNYM расслоениям. С чисто
алгебраической точки зрения проективные модули — это в точности пря-
мые слагаемые свободных.

• Проективные модули допускают адекватную вычислительную замену
базисов — координатные системы. wSE OSNOWNYE WY^ISLITELXNYE
PROCEDURY LINEJNOJ ALGEBRY OPIRA@TSQ NE NA LINEJNU@ NEZAWI-
SIMOSTX BAZISA, A NA LINEJNOSTX KOORDINAT и, таким образом, легко
обощаются на проективные модули.

Линейная алгебра над телом обладает рядом особенностей, резко упро-
щающих изучение векторных пространств по сравнению со случаем моду-
лей над произвольным кольцом.

• Прежде всего, KAVDYJ MODULX NAD TELOM SWOBODEN EDINSTWEN-
NOGO RANGA. Иными словами, в каждом векторном пространстве суще-
ствует базис и любые два базиса состоят из одинакового количества эле-
ментов. Заметим, впрочем, что SU]ESTWOWANIE BAZISA W WEKTORNYH
PROSTRANSTWAH PREDSTAWLQET SOBOJ ODNU IZ \KWIWALENTNYH FOR-
MULIROWOK AKSIOMY WYBORA.

Если ограничиться изучением свободных модулей, то существуют важ-
ные классы колец, для которых все подмодули свободного модуля свободны.
Однако TOLXKO тела обладают следующим удивительным свойством, кото-
рое собственно и определяет специфику линейной алгебры над телом.

• kAVDOE PODPROSTRANSTWO WEKTORNOGO PROSTRANSTWA WYDELQ-
ETSQ W NEM PRQMYM SLAGAEMYM. Иными словами, для любого подпро-
странства U ≤ V существует относительный базис, так что в этом
случае не только все подмодули, но и WSE FAKTOR-MODULI SWOBODNYH
MODULEJ SWOBODNY.
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§ 4♠. pO^EMU LEWOE 6= PRAWOMU?

Невозможно понять, с какой стороны значение, с какой — знак . . .

Поль Валери, tETRADI

|LEMENTARNAQ LINEJNAQ ALGEBRA POLNA NEQSNOSTEJ I PROTIWO-
RE^IJ. Каждый, кто пытается запомнить, как преобразуются при изме-
нении базиса координаты геометрических объектов — ну хотя бы матри-
ца линейного отображения — сталкивается с чудовищными трудностями.
Трудности эти создаются на пустом месте, с единственной целью запугать
и запутать студента.
• Например, почему-то коэффициенты матрицы a перехода от базиса к

базису записываются слева, что приводит к MONSTRUOZNYM текстам наподо-
бие vj =

∑
aijui. Каждый, кто обладает хотя бы зачатками интеллекта и

эстетического чувства, должен при виде такой формулы испытывать же-
сточайшие страдания и преодолевать мощнейшее психологическое сопро-
тивление. Между тем, ^TOBY IZBAWITXSQ OT PODOBNOJ [IZOFRENII,
DOSTATO^NO PRIZNATX, ^TO KO\FFICIENTY LINEJNYH KOMBINACIJ
DOLVNY PISATXSQ SPRAWA OT WEKTOROW — по крайней мере пока мы
записываем функции слева от аргументов.
• Ну а уж, чтобы запомнить, что преобразуется при помощи a, что при

помощи at, что при помощи a−1, а что при помощи a−t, об этом не приходит-
ся и говорить. Квалифицированный преподаватель обычно находится чуть
в лучшем положении, обладая некоторым пониманием предмета и навыком
вычислений он может вывести все нужные формулы у доски в реальном
времени. Однако, подобному испытанию, причем BEZ WSQKOJ NEOBHODI-
MOSTI, IZ ^ISTOGO SADIZMA подвергаются целые поколения студентов.

wSE NAIWNYE U^EBNIKI LINEJNOJ ALGEBRY NE TOLXKO GRUBO NE-
PRAWILXNY, NO I PRQMO O[IBO^NY. Дело в том, что следуя традиции
их авторы не в состоянии или не желают различать левые и правые век-
торные пространства. Это порождает совершенно ^UDOWI]NYE тексты, при
помощи которых потом невозможно провести ни одного конкретного вычис-
ления. Пусть φ оператор, x вектор, а λ — скаляр. В большинстве обычных
текстов собственные векторы определяются посредством φ(x) = λx, вме-
сто правильного φ(x) = xλ — для PRAWYH собственных векторов — или
(x)φ = λx — для LEWYH собственных векторов. Точно так же однородность
выражается формулой φ(λx) = λφ(x). В действительности для правых век-
торных пространств она должна записываться как φ(xλ) = φ(x)λ, а для
левых векторных пространств — как (λx)φ = λ(x)φ.
Подобное декадентство заведомо хуже L@BOGO профессионального подхо-

да, как с позиции компетентного алгебраиста, так и с позиции квалифици-
рованного прикладника или вычислителя. Разумеется, в отличие от авто-
ров учебников, как профессиональный математик, так и профессиональный
вычислитель обычно в состоянии легко отличить правое от левого.
С моей точки зрения DAVE DLQ POLQ SLEDUET T]ATELXNEJ[IM OBRA-

ZOM RAZLI^ATX LEWYE I PRAWYE WEKTORNYE PROSTRANSTWA NA UROWNE
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OBOZNA^ENIJ. Пространство столбцов Kn естественно рассматривать как
PRAWOE векторное пространство, а двойственное к нему пространство строк
nK — как LEWOE векторное пространство. Конечно, в коммутативном слу-
чае более-менее безразлично, с какой стороны записывать скаляры, но тем
не менее это различие имеет глубокий смысл: на правых векторных про-
странствах операторы действуют слева, а на левых векторных простран-
ствах — справа4. А вот кольцо операторов некоммутативно, так что уже
совсем не безразлично, с какой стороны записывать операторы!
В настоящей книге изложение ведется главным образом с точки зрения

PRAWYH векторных пространств. В правых векторных пространствах ска-
ляры действуют SPRAWA, а операторы — SLEWA. Координаты вектора в
правом векторном пространстве записываются STOLBCAMI, а базисы, соот-
ветственно, STROKAMI. С вычислительной точки зрения это означает, что
как применение линейного отображения, так и выражение вектора в виде
линейной комбинации представляет собой умножение столбца на матрицу
SLEWA.
При желании читатель может легко TRANSPONIROWATX* наше изложение

на случай LEWYH векторных пространств. При этом скаляры действуют
SLEWA, а линейные операторы — SPRAWA, координаты вектора записывают-
ся STROKAMI, а базисы, соответственно, STOLBCAMI. С вычислительной
точки зрения это означает, что как применение линейного отображения,
так и выражение вектора в виде линейной комбинации представляет собой
умножение строки на матрицу SPRAWA.
Причины, по которым я строю изложение на основе правых векторных

пространств носят не принципиальный, а чисто исторический и психоло-
гический характер. Во-первых, я привык к этому, так как писать столбец
на доске удобнее, чем строку. Во-вторых, большинство потенциальных
читателей этой книги являются правшами и придерживаются теоретико
множественной точки зрения, согласно которой OTOBRAVENIQ записывают-
ся слева направо, а KOMPONU@TSQ* справа налево. Иными словами, функция
пишется SLEWA от аргумента, например, f(x), sin(x) и т.д.
Я считаю, что в изложении для начинающих было бы неправильно ори-

ентироваться на более продвинутого читателя, который является левшой и
придерживается теоретико категорной точки зрения, согласно которой MOR-
FIZMY записываются справа налево, а компонуются слева направо. Тому,
кто уже привык писать (x)f и (x)nis — или, все же, (x) sin? — ничего не
стоит перевести все результаты на свой язык.
Единственной небольшой трудностью последовательного применения на-

4И уж совсем удивительно поступает Лев Анатольевич Скорняков в книге “Элементы
алгебры” (М., Наука, 1980, с.115), где как скаляры, так и операторы записываются спра-
ва. При этом он превращает правый R-модуль в правый же End(R)-модуль. Разумеется,
он компонует операторы слева направо, в обычных обозначениях (φψ)(x) = ψ(φ(x)), так
что W DEJSTWITELXNOSTI речь в его тексте идет о правом End(R)o-модуле.

*В музыкальном, а не в математическом смысле.
*kOMPONOWATX — образовывать композицию, compose. Многие профессионалы предпо-

читают более изысканное KOMPONIROWATX = komponieren.
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шего подхода является вопрос о том, с какой стороны писать гомоморфизмы
бимодулей! К сожалению, этот вопрос вообще невозможно решить до вве-
дения некоммутативных тензорных произведений!

§ 5♠. dWOJSTWENNOSTX

Поскольку бытие вещей заключается в их воспринимаемости, лю-
бая трансформация может происходить двумя путями— быть либо
восприятием трансформации, либо трансформацией восприятия.
Виктор Пелевин, nASTOLXNAQ KNIGA OBOROTNQ

Связь между положением пятен Лауэ и истинным распределением
узлов решетки в реальном пространстве должна определяться в
соответствии со стереоскопическим проектированием: пятна Лауэ
соответствуют узлам обратной решетки.

Анималу, kWANTOWAQ TEORIQ TWERDYH TEL

Не то блядь, не то московская кузина.

Александр Пушкин

Величайшее открытие XX века, которые некоторые приписывают Из-
раилю Моисеевичу Гельфанду, а некоторые Александру Александровичу
Гротендику, утверждает, что FUNKCIQ TAK VE SOOTNOSITSQ S ARGU-
MENTOM, KAK ARGUMENT S FUNKCIEJ.
Конкретные манифестации этого принципа в линейной алгебре называ-

ются двойственностью или альтернативой Фредгольма. В простей-
шем виде двойственность утверждает, что векторы являются линейными
формами на пространстве линейных форм, причем в конечномерном случае
никаких других линейных форм на нем нет. Или, совсем по-простому, RE-
[ENIQ SISTEMY LINEJNYH URAWNENIJ TAK VE SOOTNOSQTSQ S URAW-
NENIQMI, KAK URAWNENIQ S RE[ENIQMI.
Этот принцип хорошо известен кристаллографам, физикам, инженерам,

вычислителям и экономистам.
• В кристаллографии двойственность проявляется, например, в том, что

картинка, которую мы видим при диффракции ренгеновских лучей на кри-
сталле, отвечает не фактическому расположению атомов в кристалле, а уз-
лам двойственной решетки. В кристаллографии различение роли векторов
и ковекторов настолько важно, что систематически проводится на уровне
терминологии. Специалист по физике твердого тела никогда не спутает
зону Бриллюэна с ячейкой Вигнера—Зейтца (хотя с точки зрения матема-
тика и то и другое есть просто многогранник Вороного).
• Ярчайшей манифестацией двойственности является понятие канониче-

ских координат q1, . . . , qn, p1, . . . , pn в гамильтоновом формализме, являю-
щемся основой классической механики, да и вообще всей физики. А имен-
но, уравнения Гамильтона—Якоби учат нас, что (с точностью до знака!)
координаты q1, . . . , qn, так же относятся к импульсам p1, . . . , pn, как им-
пульсы к координатам. В операторной интерпретации квантовой механики
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qi истолковывается как умножение на i-ю координату, а pi — как диффе-
ренцирование по i-й координате. Однако, несмотря на изоморфизм между
пространством векторов и пространством дифференцирований по направ-
лениям

q1λ1 + . . . + qnλn 7→ p1λ1 + . . . + pnλn,

физику не придет в голову отождествлять координаты с импульсами. По-

смотрите, что происходит с
∂

∂xi
при замене переменных.

• Конкретным проявлением двойственности в квантовой механике явля-
ется описание эволюции системы в картине Шредингера и в картине Гей-
зенберга, первая из которых соответствует восприятию трансформации, а
вторая — трансформации восприятия. В формализме Дирака это проявля-
ется как систематическое различение бра-векторов и кет-векторов.

• В теории кодирования имеется два основных способа задания кода, при
помощи проверочной матрицы (уравнения) и при помощи порождающей
матрицы (образующие). Снова, двойственность здесь настолько важна,
что систематически отражается на уровне терминологии.

• Любой специалист по вычислительной математике прекрасно понима-
ет различие левых и правых собственных чисел матрицы. Конечно, в ком-
мутативном случае собственные числа матрицы и ее транспонированной
совпадают. Но это совершенно не значит, что их фактическое нахождение
представляет собой одну и ту же WY^ISLITELXNU@ задачу!

• Еще одна область, в которой двойственность играет огромную роль,
это выпуклый анализ и линейное программирование. Важнейшие алгорит-
мы оптимизации прямо основаны на использовании двойственности.

Таким образом, WSE реальные приложения линейной алгебры показы-
вают необходимость тщательно различать пространство и двойственное
пространство. Если исходное пространство расматривается как PRAWOE
векторное пространство, то двойственное пространство должно рассмат-
риваться как LEWOE векторное пространство, и наоборот. Таким образом,
векторное пространство никогда не может быть ESTESTWENNO изоморфно
своему двойственному. Это один из многих примеров, когда специалисты
в прикладных областях придерживаются подхода, который даже с чисто
математической точки зрения — именно с чисто математической точки
зрения! — гораздо глубже и правильнее, чем то, что предлагают традици-
онные учебники линейной алгебры,
Таким образом, вопрос о том, с какой стороны записывать гомоморфиз-

мы левых модулей, имеет не чисто академическое значение. А именно,
обычно отображение V −→ V ∗∗, x 7→ x∗∗, модуля во второй двойственный
определяется так: x∗∗(f) = f(x). Но в этих обозначениях никакой двой-
ственности не получается, нужны не две, а целых четыре звездочки, чтобы
вернуть элемент x where it belongs. Правильная формула выглядит так:
(f)x∗∗ = f(x).
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Посмотрите, что происходит в гамильтоновом формализме, когда век-
торы (координаты) и ковекторы (импульсы) рассматриваются как принад-
лежащие одному и тому же (правому) векторному пространству. Появля-
ющийся в уравнениях Гамильтона—Якоби знак −1 как раз и служит кон-
кретным выражением того, что в этом случае тождественным отображени-
ем является не вторая, а лишь ^ETWERTAQ степень изоморфизма x 7→ x∗.

§ 6♠. sTROKI I STOLBCY

Everything you’ve learned in school as “obvious” becomes less and less
obvious as you begin to study.

R. Buckminster Fuller

Я привык изображать WEKTORY (векторы!) STOLBCAMI, а KOWEKTORY
(функционалы, линейные формы, линейные уравнения, . . . ) — STROKAMI.
В этом случае физик сказал бы, что векторы это KET-WEKTORY, а ковек-
торы — это BRA-WEKTORY. Разумеется, возможна и другая точки зрения,
согласно которой векторы изображаются строками, а ковекторы — столб-
цами, однако при этом ковектор должен писаться SPRAWA от вектора, нак
котором он действует!

tRANSPONIROWANIE SOZDAET OPASNU@ ILL@ZI@ TOGO, ^TO Kn ESTE-
STWENNO IZOMORFNO nK. В действительности, этот изоморфизм совер-
шенно не является естественным.

• Во-первых, в случае некоммутативного кольца без дополнительной
структуры (такой, скажем, как инволюция), никакого изоморфизма Rn и
nR нет. Есть изоморфизм между Rn и n(Ro).

• Во-вторых, даже в коммутативном случае изоморфизм Rn −→ nR, v 7→
vt, зависит от выбора стандартных базисов строк и столбцов.

• Во-третьих, зафиксировав изоморфизм Kn −→ nK, v 7→ vt, мы зада-
ем на Kn сильнейшую DOPOLNITELXNU@ структуру, эвклидово скалярное
произведение.

• В-четвертых, ценой подобной неряшливости является утрата способно-
сти ясно различать пространство и его двойственное и усложнение многих
формул.

• И, наконец, если уж и задавать какой-то изоморфизм между простран-
ствами столбцов и строк, то столбцу




x1
...

xn




нужно ставить в соответствие вовсе не транспонированную строку

(x1, . . . , xn),
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а полярную строку

(xn, . . . , x1).

• sOPOSTAWIW STOLBCU TRANSPONIROWANNU@ STROKU, MY SRAZU
STANOWIMSQ NA WE]ESTWENNU@ TO^KU ZRENIQ — разумеется, классики
так и поступали! Однако, сделав это мы начинаем заниматься эвклидо-
вой геометрией, а вовсе не линейной алгеброй. Иными словами, изучать
инварианты (классической) ортогональной группы, а не полной линейной
группы!

• С точки зрения теории представлений действия полной линейной груп-
пы GL(n,R) на строках и столбцах контраградиентны. Это значит, что
в то время как положительное направление на строках слева направо, по-
ложительное направление на столбцах — снизу вверх. По крайней мере
одно из них приходит в противоречие с традициями европейского — и ки-
тайского! — письма. Транспонирование переводит верхнюю треугольную
матрицу, действующую в POLOVITELXNOM направлении, в нижнюю тре-
угольную матрицу, действующую в OTRICATELXNOM направлении. Тем са-
мым, если мы хотим получить NASTOQ]EE соответствие между столбцами
и строками в линейной алгебре, мы должны после транспонирования сно-
ва заставить матрицу действовать в положительном направлении. Этого
можно добиться, NAPRIMER, снова сделав матрицу верхней треугольной при
помощи сопряжения. Таким образом, NASTOQ]EE SOOTWETSTWIE MEV-
DU STROKAMI I STOLBCAMI W LINEJNOJ ALGEBRE OBESPE^IWAETSQ NE
OBY^NYM TRANSPONIROWANIEM, A TRANSPONIROWANIEM OTNOSITELX-
NO POBO^NOJ DIAGONALI.

• Последовательное применение этого принципа затрагивает все возни-
кающие в линейной алгебре формулы. Например, если при приведении по
строкам ступенчатый вид матрицы x равен




1 0 0 ∗ ∗ ∗
0 1 0 ∗ ∗ ∗
0 0 1 ∗ ∗ ∗
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




то при приведении транспонированной матрицы xt по столбцам этому со-
ответствует вовсе не матрица




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0




,
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как получалось бы при транспонировании, а матрица




0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗




.

Совершенно замечательно, что в 206 году до н. э. китайские товарищи по-
нимали это значительно глубже и правильнее, чем авторы современных
учебников линейной алгебры, и приводили матрицу системы именно к та-
кому виду!

§ 7♠. wY NE WRA^ — wY WREDITELX.

Not only is this incomprehensible, but the ink is ugly and the paper
is from the wrong kind of tree.

Referees’ Report, anonimous

Преподавание линейной алгебры отягощено традицией почти в такой
же степени, как преподавание математического анализа. Структура суще-
ствующих курсов в основных чертах сложилась в конце XIX века. В то
время многие авторы стояли на чисто вещественной точке зрения и не от-
личали абстрактное векторное пространство от векторного пространства
с дополнительной структурой. А именно, они обычно снабжали вектор-
ные пространства эвклидовым скалярным произведением (u, v) = utv. При
помощи этого скалярного произведения они отождествляли пространство
столбцов Kn с пространством строк nK.
В традиционных учебниках любят давать ничего не говорящие вычисли-

тельные доказательства самых простых результатов. Используемые в них
рассуждения IMITIRU@T принятые в математике способы рассуждений,
но при этом вводится громадное количество не относящихся к делу обозна-
чений и вычислительных деталей, единственная цель которых состоит в
том, чтобы создать впечатление глубокомыслия и сложности и как можно
больше запутать студента.
Например, вместо того, чтобы обозначать матрицы одной буквой — ров-

но для этого матрицы и вводились! — рисуются матрицы громадных по-
рядков, с большим количеством многоточий. Встаньте на место студента
и попробуйте в таких обозначениях понять, что такое, например, матрица
Сильвестра. Гораздо полезнее было бы не громоздить многоэтажные много-
точия, а просто нарисовать матрицу Сильвестра для многочленов степени
2 или 3 — именно так я стараюсь поступать в настоящей книге.
Для полного реализма в нескольких местах наряду с настоящим MATE-

MATI^ESKIM доказательством под заголовком IMITACIQ DOKAZATELXSTWA я
воспроизвожу подобное U^EBNOE доказательство. Эти псевдодоказательства
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приведены с тем, чтобы — уже понимая суть дела — студент мог изучить
повадки писателей в области линейной алгебры.
Ну а уж рассказывать, как это делается в [IP], в первом семестре с бес-

содержательными чисто калькулятивными доказательствами такие вещи,
как теорема Лапласа или теорема Бине—Коши PREDSTAWLQET SOBOJ PRQ-
MOE WREDITELXSTWO*. В третьем семестре, после введения понятия внеш-
него произведения, это можно будет сделать с доказательством, занимаю-
щим несколько строк и, главное, ESTESTWENNYM.
К сожалению, традиции преподавания линейной алгебры оторваны как

от практики серьезной математики, так и от настоящей вычислительной
практики. Между тем, линейная алгебра представляет собой живую нау-
ку. Просто сегодня эта наука обычно называется теорией модулей, теорией
представлений, гомологической алгеброй, алгебраической K-теорией и т.д.
Однако, существующие учебники линейной алгебры не учитывают ни изме-
нившееся за последние 80 лет понимание алгебры, ни современные обозна-
чения и терминологию, ни фактический прогресс во многих направлениях,
ни неожиданные, а часто просто совершенно ошеломительные приложения,
ни даже возникшие в последние десятилетия совсем короткие и простые
доказательства большинства классических теорем!
С другой стороны, в нынешнем виде многие курсы линейной алгебры

абсолютно бесполезны (а часто и прямо вредны!) при проведении практи-
ческих вычислений. Дело в том, что они не учитывают произошедшее за
последние 50 лет изменения наших вычислительных возможностей — и по-
требностей. Излагаемые в них алгоритмы относятся к эпохе, предшеству-
ющей строительству египетских пирамид, и большинство из них невозмож-
но использовать для фактических вычислений с матрицами размера 5× 5.
Лет 20 назад мне встречались студенты, которые после прослушивания
курса линейной алгебры пытались решать системы линейных уравнений
или обращать матрицы с использованием определителей, в то время как
единственный случай, когда матрицу можно обращать таким способом, это
матрицы 2 × 2. Сегодня подобное эпическое мракобесие встречается реже.
Однако, авторы \LEMENTARNYH учебников по-прежнему убеждены сами и
пытаются убедить студента, что системы линейных уравнений фактиче-
ски решаются методом Гаусса!

§ 8♥. kNIGI PO LINEJNOJ ALGEBRE PO-RUSSKI

Cette répétition continuelle de combats qui se ressemblent tous, ces
dieux qui agissent toujours pour ne rien faire de décisif, cette Hélène
qui est le sujet de la guerre, et qui à peine est une actrice de la
pièce; cette Troie qu’on assiège et qu’on ne prend point, tout cela me
causait le plus mortel ennui. J’ai demandé quelquefois à les savantes
s’ils s’ennuyaient autant que moi à cette lecture: tous le gens sincères
m’ont avoué que le livre leur tombait des mains.

Voltaire, Candide ou l’optimisme

*Вы не врач — Вы вредитель! — Русско-китайский разговорник.
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Литература по линейной алгебре необозрима. С одной стороны, это OGROMNOE коли-
чество \LEMENTARNYH учебников, которые говорят ODNO I TO VE ODNIMI I TEMI VE
SLOWAMI. Книги эти по своим органолептическим качествам и питательной ценности
напоминают плохо пережеванный картон. С другой стороны, это OGROMNOE количество
высоко специализированных текстов по SPECIFI^ESKIM вычислительным аспектам ли-
нейной алгебры и некоторым ее приложениям.

Книг же, которые могли бы сообщить начинающему подлинное MATEMATI^ESKOE
понимание основных сторон предмета, совсем мало. Вот некоторые источники, которые
представляются мне наиболее полезными — во всяком случае, сам я смог узнать из
каждого из них что-то новое.

• Учебники линейной алгебры: [KM], [Ko2], [Ge], [Ha], [St], [Pr]. С OGROMNYM от-
рывом лучшим учебником общего характера на русском языке продолжает оставаться
книга Кострикина и Манина [KM], также ее облегченный вариант [Ko2]. Книги Гель-
фанда [Ge] и Халмоша [Ha] написаны давно, примерно полвека назад, но с OSLEPITELXNOJ
ясностью. Поэтому они хорошо смотрятся и сегодня. Книга Прасолова [Pr] рассчитана на
очень сильного или мотивированного студента, несмотря на маленький объем, в ней при-
ведены короткие концептуальные доказательства большинства ключевых фактов. Ори-
ентированный на инженеров и экономистов учебник Стренга [St] гораздо более элемента-
рен. Многие основные результаты доказываются там только над вещественным полем,
зато приводится огромное количество простых примеров. Из SOWSEM элементарных учеб-
ников, содержащих детальный разбор стандартных примеров, типа тех, которые обычно
дают в контрольных работах, можно рекомендовать [BLT], [Bo], [Go].

• Учебники алгебры: [Ko1], [Vi], [F]. Линейной алгебре в них посвящены короткие
главы, но отдельные темы изложены там лучше или иначе, чем в других источниках.
Например, в книге Фаддеева [F] содержится чрезвычайно доступное изложение внешней
алгебры, а в книге Винберга [Vi] приводятся основанные на линейной зависимости дока-
зательства основных фактов об определителях, которые работают только над полем, но
зато гораздо короче обычных вычислительных доказательств.

• Задачники: [Ik1], [Zad], [PR], [FS]. Вот уже несколько десятилетий как основной
в СПбГУ используется задачник Фаддеева и Соминского [FS]. Впрочем, это задачник
PROMEVUTO^NOGO уровня, в [Pr] и [Ik1] можно найти гораздо больше стандартных вы-
числительных задач, а в [Zad] — более трудные задачи.

•Вычислительная линейная алгебра: [GVL], [De], [Pa], [Pi], [VK], [Wi], [FF]. Име-
ется громадное количество книг по различным вопросам вычислительной линейной ал-
гебры, но большинство из них SLI[KOM специальны. Классическая книга Д.К.Фаддеева
и В.Н.Фаддеевой [FF] содержит очень ясно написанное теоретическое введение и исчер-
пыающее изложение методов, развитых в докомпьютерную эпоху. Книга В.В.Воеводина
и Ю.А.Кузнецова [VK] представляет собой очень удачный справочник. Там нет никаких
доказательств и довольно мало примеров, но собраны и систематизированы многие сот-
ни определений и фактов. Из учебников, содержащих фактические алгоритмы, [GVL] и
[De] показались мне самыми полезными и понятными.

• Теория матриц: [Be], [Ga], [JS], [La], [HJ], [MM]. Самым полезным и основатель-
ным среди наивных изложений теории матриц на русском языке явдяется книга Хорна
и Джонсона [HJ]. Среди книг, рассчитанных на инженеров, наиболее удачной кажется
мне книга Ланкастера [La]. При весьма скромном объеме она содержит большой факти-
ческий материал и дает правильную трактовку многих принципиальных вопросов, что
является большой редкостью в наивных изложениях. Замечательные книги [Be] и [JS]
концентрируется на приложениях. Книга Гантмахера [Ga] основательно устарела в том,
что касается обозначений и, чтобы ее читать, нужно уже знать все, что в ней написа-
но и иметь много свободного времени. Однако, в этом случае в ней можно найти много
интересного. В справочнике Маркуса и Минца [MM] нет доказательств, но упомянуто
огромное количество полезных фактов.
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• Более продвинутые тексты: [Ar], [Ba], [Bou1], [Bou2], [Co], [L], [Mi], [MH], [Sh],
[Fa]. В перечисленных книгах линейная алгебра трактуется с точки зрения професси-
онального алгебраиста — т.е. над произвольным телом или даже над произвольным
ассоциативным кольцом. Самой доступной из них является маленький шедевр Артина
[Ar], самой основательной — монография Фейса [Fa]. Учебники Ленга [La] и Бурбаки
[Bou1], [Bou2] несколько проще и в то же время содержат достаточно полное изложение
основных вопросов. Книга Шафаревича [Sha] не является учебником в обычном смысле,
она объясняет SMYSL основных понятий алгебры и их роль за ее пределами. Книга Кона
[Co] специально посвящена особенностям некоммутативной ситуации.
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zamysel konstruktora

On the assumption that my technique is either complicated or original
or both, the publishers have politely requested me to write an introduc-
tion to this book.

At least my theory of technique, if I have one, is very far from original;
nor is it complicated. I can express it in fifteen words by quoting The
Eternal Question And Immortal Answer of burlesk, viz. “Would you
hit a woman with a child? — No, I’d hit her with a brick.”5 Like
that burlesk comedian I am abnormally fond of that movement which
creates precision.

e. e. cummings, is 56

Se rappeler qu’un tableau — avant d’être un cheval de bataille, une
femme nue ou une quelconque anecdote, — est essentielement une
surface plane recouverte de couleurs en un certain ordre assemblées. —
Никогда не забывайте, что — прежде, чем стать боевой лошадью,
обнаженной женщиной или посредственным анекдотом, — картина
в сущности представляет собой PLOSKU@ POWERHNOSTX, покрытую
красками в определенном порядке.

Maurice Denis, Théories

1. Архитектоника: горизонтальное членение. Выбор материала в
настоящей книге и многие ее композиционные особенности определяются
следующим обстоятельством. Она представляет собой четвертую часть
TETRALOGII, части которой срифмованы по схеме ABBA:

kNIGA I. nE SOWSEM NAIWNAQ TEORIQ MNOVESTW

kNIGA II. kONKRETNAQ TEORIQ GRUPP

kNIGA III. kONKRETNAQ TEORIQ KOLEC

kNIGA IV. nE SOWSEM NAIWNAQ LINEJNAQ ALGEBRA

В то же время— как и в лекциях— я предпринимал все возможные усилия,
чтобы минимизировать зависимость частей друг от друга. Большинство
определений, многие формулировки и даже некоторые короткие рассуж-
дения повторяются в различных частях. Я не старался быть кратким, я
старался быть понятным. Естественно, в пределах отведенного времени.
Как уже многократно отмечалось, GLAWNYM NEDOSTATKOM \TOJ KNIGI
QWLQETSQ TO, ^TO ONA SLI[KOM KOROTKA.

5Во французском переводе этот диалог передан так: “J’ai trois enfants sur les bras —
Mets-les à terre.” — “У меня на руках трое детей. — Поставь их на землю.”

6Воспроизводится as is. Орфография и пунктуация сохраняют все странности аме-
риканского оригинала.
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2. Кому и зачем. Курс рассчитан, в первую очередь, на следующие
категории читателей:
• Как современный базовый учебник для всех, кто впервые SERXEZNO

знакомится с алгеброй, скажем на младших курсах университета, в рам-
ках таких специальностей, как прикладная математика, программирова-
ние, математическая экономика, теоретическая физика, квантовая химия,
теория управления, кристаллография, криптография и кодирование.
• Как вспомогательный элементарный учебник для студентов пер-

вого курса в области чистой математики. Однако, с точки зрения про-
фессионального математика этот учебник в целом слишком консервати-
вен и аналитически ориентирован. Для математика его чтение должно со-
провождаться изучением более продвинутых источников, подчеркивающих
теоретико-категорные, топологические и геометрические аспекты рассмат-
риваемых понятий.
• Как дополнительный задачник средне высокого уровня. Однако, я

не пытаюсь конкурировать с стандартными задачниками и привожу очень
мало рутинных однотипных задач. Кроме того, многие задачи жестко при-
вязаны к месту их появления и не могут быть решены начинающим сами
по себе, в отрыве от антуража.
• Как справочник для математиков-неспециалистов, ученых — физи-

ков, химиков и кристаллографов, инженеров, экономистов и в первую оче-
редь специалистов по теории кодирования, теории информации и теории
управления, программистов, — словом тех, кто в принципе уже когда-то
что-то слышал об алгебре, но забыл слова IDEAL и GOMOMORFIZM, хочет осве-
жить свои знания или быстро получить справку по конкретному вопросу.
• Как Schatzgrube (=treasure-trove) для всех, кто преподает алгебру

на университетском уровне и продумывает различные возможности постро-
ения курса, или просто ищет новые примеры и вычисления, новые образы,
новые задачи или более простые доказательства основных фактов.
• Как книгу для чтения дли широких кругов образованных читате-

лей обладающих некоторым досугом: “пенсионеров, школьников старших
классов и способных аспирантов”7.
• Как памятник русской словесности для Василеостровских автох-

тонов и приравненных к ним, для тех, кто интересуется доктринальными,
мистическими, психологическими и историческими аспектами математи-
ки, для всех, кто увлекается духовной жизнью, мифологией и культурой
Санкт-Петербурга, и вообще для всех, кто может, умеет и хочет читать
по-русски.
3. Архитектоника: вертикальное членение. В соответствии с этим
изложение \KSPLICITNO разделено на пять MARKIROWANNYH ^ETKO RAZLI-
^A@]IHSQ уровней:

7Сан Саныч Кириллов, предисловие к изданию 1972 года “Теория представлений”,
стр. 5, из последующих изданий эта блистательная LOKUCIQ исключена.
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• для инженеров ♦,

• для физиков ♥,

• для математиков ♠,

• для алгебраистов ♣,

• для любознательных школьников и пенсионеров z
Маркировка первых четырех уровней отвечает рангам мастей в скате.

Начинающий должен иметь в виду, что внутри любого параграфа ему мо-
гут встретиться фрагменты или комментарии профессионального и/или
любительского уровня, которые никак отдельно не выделяются! Если при
первом чтении ей непонятно что-то напечатанное мелким шрифтом, это
нормально, нужно просто DWIGATXSQ DALX[E, понимание придет: the
focus is on going forward, because mathematics is only learned in
hindsight.
Вопросы, маркированные ♦ и ♥, обычно входят в общие курсы алгебры,

читаемые в СПбГУ прикладным математикам, при этом WOPROSY S MET-
KOJ ♦ RASSKAZYWA@TSQ DETALXNO I IH ZNANIE NEOBHODIMO DLQ PO-
LU^ENIQ UDOWLETWORITELXNOJ OCENKI, в то время как вопросы с меткой
♥ часто освещаются менее подробно или только упоминаются. Студенты
по отделению чистой математики, которым читается более продвинутый
курс алгебры, должны POLNOSTX@ владеть уровнем ♥ и большинством тем
с меткой ♠, хотя точный список может от года к году слегка меняться. На-
конец, темы с меткой ♣ обычно включаются TOLXKO в специальные курсы
для студентов, специализирующихся по кафедре алгебры и теории чисел.
В действительности различие между ♦ и ♥ не столько в уровне слож-

ности, сколько в уровне IMPERATIWNOSTI. Некоторые темы маркированы ♥
не потому, что они труднее или менее важны, а только потому, что они
меньше связаны с другими темами в этом курсе или других курсах, чи-
таемых на математико-механическом факультете. То же самое относится
к ♠ и ♣, но, конечно, между ♦ и ♥ с одной стороны и ♠ и ♣ с другой, в
целом происходит зримый рост требований к зрелости, мотивации и/или
настойчивости потенциального читателя.

4. Невский диалект. Настоящий учебник написан на русском языке,
KAK Q EGO PONIMA@. Кроме нормативного великорусского языка знающий
глаз и тренированное ухо легко зарегистрируют в моем DISKURSE PLASTY
петербургского KOJNE, [IHTY василеостровского WERNAKULQRA, FORMACII ма-
тематического ARGO, STRATY университетской KAFAREWUSY и спорадические
INTARSII германо-паданского IDIOLEKTA.
Я родился и учился MEVDU WYCWET[IH LINIJ Васильевского острова и

язык, которым я говорю, — это GORODSKOJ язык, Невский диалект. На
диалекте написано PO^TI все, что известно как Русская литература. Буду-
чи FAKTI^ESKOJ записью моих лекций, эта книга сохраняет большую часть
особенностей Василеостровской RAZGOWORNOJ речи — в том числе непри-
нужденную INKORPORACI@ фрагментов на основных европейских языках: el
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estilo que tengo me es natural y sin afectación ninguna: escribo come hablo*,
wir loben uns wohl den, der so schreibt, daß man ihn sprechen hört, nicht aber
den, der so spricht, daß man ihn schreiben sieht*. Разумеется, мой текст ZNA-
^ITELXNO беднее, чем разговорная речь: от систематического использова-
ния китайских, японских, санскритских, арабских, персидских, ивритских
слов и речений по типографским и прагматическим причинам пришлось
отказаться.
5. Рекомендации по чтению. Новичку, чтобы начать ориентироваться
в предмете и увидеть хотя бы часть внутренних связей, нужно прочесть
книгу DWAVDY.
• Первый раз так:
◦ прочесть все параграфы всех глав, помеченные ♦,
◦ вернуться к началу и прочесть все параграфы всех глав, помеченные

♥,
◦ вернуться к началу и прочесть все параграфы всех глав, помеченные

♠.
• Второй раз — не менее, чем через 3–4 месяца, лучше через 6–8 месяцев

после первого чтения, когда многие детали уже забылись, но общее впечат-
ление еще осталось — можно читать подряд, включая формулировки, но
пропуская доказательства в параграфах, помеченных ♣.
Вообще, начинающий должен иметь в виду, что OPREDELENIQ, PRIME-

RY, KONSTRUKCII I METODY WAVNEE, ^EM PODAWLQ@]EE BOLX[IN-
STWO DOKAZATELXSTW I FORMULIROWOK. Доказательства нужны глав-
ным образом для того, чтобы выяснить новые детали и проверить, пра-
вильно ли Вы понимаете смысл и пафос того, что говорится.
• Однако сам я предпочитаю читать книги с PROIZWOLXNOGO места, об-

ращаясь к предшествующему по мере необходимости. Эта книга задумана
и SKOMPONIROWANA8 именно для такого чтения, чему должны способство-
вать детальное оглавление, подробные указатели, большое количество RE-
PRIZ, TRASSIROWOK, REITERACIJ, TAWTEGORIJ и внутренних ссылок.
6. Copyleft notice. wSE MYSLI, KOTORYE MOGUT PRIJTI W GOLOWU
PRI ^TENII DANNOJ KNIGI, QWLQ@TSQ INTELLEKTUALXNOJ SOBSTWEN-
NOSTX@ AWTORA I OB_EKTOM AWTORSKOGO PRAWA. iH NELICENZIRO-
WANNOE OBDUMYWANIE ZAPRE]AETSQ9.

*mOJ STILX DLQ MENQ NATURALEN I LI[EN KAKOJ-LIBO AFFEKTACII: Q PI[U
TO^NO TAK VE, KAK GOWOR@.

*mY PRIWETSTWUEM TOGO, KTO PI[ET TAK, ^TO SLY[NO, KAK ON GOWORIT, A
WOWSE NE TOGO, KTO GOWORIT TAK, ^TO WIDNO, KAK ON PI[ET.

8q KOMPONIROWAL tRISTANA POD WLIQNIEM BOLX[OGO ^UWSTWA I POSLE TREH LET
TEORETI^ESKOJ RABOTY — Рихард Вагнер.

9Виктор Пелевин, Generation “П”.
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gLAWA 1. moduli

— Вот был у нас офицер, его сиятельство граф Толстой, вот уже
матерщинник был, слова просто не скажет, так загибает, что и не
выговоришь.

Андрей Николаевич Крылов. mOI WOSPOMINANIQ

Основными объектами линейной алгебры — в ее классическом понима-
нии — являются модули и линейные отображения.

mODULX — это абелева группа с операторами. Иными словами, элементы
модуля u, v, . . . , обычно называемые WEKTORAMI, можно складывать между
собой и умножать на некоторые другие объекты α, β, . . . , называемые OPE-
RATORAMI — а во многих реально возникающих случаях, SKALQRAMI. Эти
операции позволяют определить LINEJNU@ KOMBINACI@ векторов uα + vβ.
При этом операторы должны сами образовывать кольцо, а определяющие
модуль операции — обладать обычными свойствами.
В качестве отображений между модулями естественно рассматривать

LINEJNYE OTOBRAVENIQ, являющиеся операторами, действующими с про-
тивоположной к исходным операторами стороны, и переводящие линей-
ную комбинацию векторов в TAKU@ VE линейную комбинацию их образов:
φ(uα + vβ) = φ(u)α + φ(v)β.
Оказывается, такие структуры и отображения встречается в математике

^REZWY^AJNO часто. Фактически L@BYE объекты, которые можно разумным
образом складывать — числа, многочлены, последовательности, матрицы,
функции, линейные операторы, векторные и тензорные поля, дифференци-
альные формы, меры, ростки функций, etc., etc., etc. — образуют модули
над подходящими кольцами.
Важнейшими частными случаями модулей являются WEKTORNYE PROST-

RANSTWA = модули над полями и ABELEWY GRUPPY = модули над кольцом
целых чисел. Но в действительности все возникающие в приложениях за
пределами алгебры и комбинаторики векторные пространства естествен-
но рассматривать не просто как векторные пространства с умножением
на вещественные или комплексные числа, а как модули над различными
кольцами функций или дифференциальных операторов.
Точно также, многие естественно возникающие в математике и ее прило-

жениях функции, отображения, операторы, преобразования, etc. являются
в действительности линейными отображениями. Например, линейно умно-
жение на фиксированный элемент в любом кольце, или умножение на мат-
рицу, линейны все обычно рассматриваемые в анализе операции такие, как
переход к пределу, дифференцирование, интегрирование, etc., etc., etc. Как
мы проиллюстрируем в главе 4, громадную часть классического анализа и
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опирающихся на него дисциплин можно истолковать как приложения или
иллюстрации линейной алгебры.

§ 1♦. mODULI I WEKTORNYE PROSTRANSTWA

“Look here! Wot is the good of having two clocks if they are both
different times?”

“And what”, said the porter, “would be the good of having two clocks,
if they were both the same time.”

Lord Dunsany, My Ireland

Пусть вначале R — ассоциативное, но не обязательно коммутативное
кольцо с 1.

1. Модули. Следующее определение вводит одну из важнейших алгеб-
раических структур, обобщающих одновременно понятия абелевой груп-
пы, векторного пространства и идеала. Собственно, сам термин MODULX
= Modul, module10 как раз и обязан своим происхождением специальному
случаю идеалов колец и исторически возник из выражения SRAWNENIE PO
MODUL@.

Определение. aDDITIWNO ZAPISYWAEMAQ ABELEWA GRUPPA M NAZYWAETSQ
левым модулем над R (KOROTKO, левым R-модулем), ESLI \LEMENTY
R DEJSTWU@T NA M W KA^ESTWE левых операторов, T.E. ZADANO OTOBRA-
VENIE

R×M −→ M, (λ, x) 7→ λx,

— UMNOVENIE \LEMENTOW M NA \LEMENTY R SLEWA — PRI^EM WYPOLNQ@TSQ
SLEDU@]IE ^ETYRE AKSIOMY.

V1 Внешняя ассоциативность:

(λµ)x = λ(µx)

DLQ L@BYH λ, µ ∈ R, x ∈ M .

V2 Дистрибутивность относительно сложения скаляров:

(λ + µ)x = λx + µx

DLQ L@BYH λ, µ ∈ R, x ∈ M .

V3 Дистрибутивность относительно сложения элементов мо-
дуля:

λ(x + y) = λx + λy

DLQ L@BYH λ ∈ R, x, y ∈ M .

10Как всегда, русское чтение воспроизводит немецкое. Мне не доводилось встречать
ни одного русского математика, который мог бы с первого раза не то, что произнести, а
просто PONQTX слово MADVUL по-английски.
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V4 унитальность:

1x = x DLQ L@BOGO x ∈ M .

aNALOGI^NO OPREDELQ@TSQ правые R-модули. pRI \TOM \LEMENTY R
DOLVNY DEJSTWOWATX W KA^ESTWE правых операторов,

M ×R −→ M, (x, λ) 7→ xλ,

TAK ^TO AKSIOMA V1 DOLVNA BYTX ZAMENENA NA SLEDU@]U@ AKSIOMU:
V1◦ Внешняя ассоциативность:

x(λµ) = (xλ)µ.

DLQ L@BYH λ, µ ∈ R, x ∈ M .

Когда кольцо R фиксировано, оно часто называется основным кольцом
= Grundring, ground ring. Впрочем, некоторые устойчивые выражения,
такие как cMENA BAZY, подразумевают романский вариант этого термина:
anneau de base, anello di base. Если основное кольцо определено из кон-
текста, о модулях над ним часто говорят просто о как о левых/правых
модулях. В случае, когда кольцо R коммутативно, оно называется так-
же кольцом скаляров = Skalarenring, scalar ring. Изредка мы будем
ссылаться на элементы R как скаляры и в том случае, когда R некомму-
тативно, но строго говоря, это ZLOUPOTREBLENIE.
Обратите внимание на различие аксиом V1 и V1◦: в первом случае x

вначале умножается на второй из действующих скаляров, а во втором —
на первый. Особенно важен случай, когда кольцо R коммутативно. В этом
случае порядок скаляров не важен и, следовательно, аксиомы V1 и V1◦

эквивалентны, так что любой левый R-модуль можно превратить в правый
и наоборот, полагая xλ = λx. В этом случае говорят просто о модулях
над R или об R-модулях.
В общем случае левый R-модуль можно трактовать как правый Ro-

модуль, где Ro — кольцо, противоположное к R. А именно, пусть o : R −→
Ro, λ 7→ λo, есть канонический антиавтоморфизм колец R и Ro. Тогда
полагая xλo = λx мы превращаем левый R-модуль в правый Ro-модуль.
Точно так же правый R-модуль превращается в левый Ro-модуль. Это
значит, что мы могли бы рассматривать TOLXKO левые или TOLXKO правые
модули. Это, однако, было бы неудобно, так как во многих конструкциях
естественно ODNOWREMENNO рассматривать как левые, так и правые модули.
Кроме того, очень часто возникают объекты, которые одновременно явля-
ются левым модулем над одним кольцом и правым модулем над другим.
В некоммутативном же случае указание на то, левые или правые модули

рассматриваются, OBQZATELXNO. Чтобы указать, что M рассматривается
как LEWYJ модуль, часто пишут RM , а PRAWYJ — MR. Наиболее RIGOROZNYE
авторы резервируют термин R-модуль исключительно для LEWYH модулей
над R, при этом PRAWYJ модуль над R называется модуль-R.
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Определение. w SLU^AE, KOGDA R = T QWLQETSQ TELOM, WMESTO LEWYH I
PRAWYH MODULEJ NAD T GOWORQT O левых ILI PRAWYH WEKTORNYH PROSTRAN-
STWAH NAD T . w SLU^AE, KOGDA R = K — POLE, GOWORQT PROSTO O век-
торных пространствах NAD K. |LEMENTY WEKTORNOGO PROSTRANSTWA
^ASTO NAZYWA@TSQ векторами, W PROTIWOPOLOVNOSTX \LEMENTAM TELA
T , KOTORYE NAZYWA@TSQ скалярами.

Предостережение. Многие писатели в области анализа, дифференциаль-
ных уравнений и т.д. называют BESKONE^NOMERNYE векторные пространства
линейными пространствами. Мы не различаем термины WEKTORNOE
PROSTRANSTWO и LINEJNOE PROSTRANSTWO и используем их как синонимы,
независимо от того, конечномерны они или нет.
Предостережение. Полезно понимать, что тот факт, что операция в V
записывается аддитивно, является чистой условностью. Например, Q∗ с
операцией умножения как сложением и возведением в целую степень как
умножением на скаляры удовлетворяет всем аксиомам (правого) модуля:

V1◦ xmn = (xm)n; V2 xm+n = xmxn;

V3 (xy)n = xnyn; V4 x1 = x.

Сформулируем несколько простейших следствий из аксиом модуля.
Задача. Докажите, что для любых ∀λ, µ ∈ R, ∀x, y ∈ M , выполняются
тождества

• 0x = 0;
• λ0 = 0;
• (−λ)x = −λx = λ(−x);
• (λ− µ)x = λx− µx;
• λ(x− y) = λx− λy.

Задача (allgemeine Distributivgesetz). Докажите, что в любом моду-
ле выполняется обобщенная дистрибутивность умножения на скаляры
относительно сложения:

(α1 + . . . + αm)(x1 + . . . + xn) =
∑

i,j

αixj .

2. Бимодули. Предположим, что на M ODNOWREMENNO заданы структуры
левого R-модуля и правого S-модуля. Говорят, что эти структуры SOGLASO-
WANY, если выполняется следующая аксиома, утверждающая, что скаляры
из R и S коммутируют. Заметим, что эта аксиома аналогична аксиоме,
связывающей два умножения в алгебре.

V5 ∀λ ∈ R, ∀x ∈ M , ∀µ ∈ S, (λx)µ = λ(xµ) (внешняя ассоциативность).
В этом случае M называется бимодулем или, если чтобы подчеркнуть,
что M рассматривается как бимодуль, пишут RMS и говорят об M как об
R-модуле-S или иногда как об R-бимодуле-S.
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Можно было бы рассматривать два левых или два правых действия и
писать R,SM или MR,S . Это подразумевает, что операторы из R и S ком-
мутируют, т.е., например, в случае левого действия

(λµ)x = λ(µx), λ ∈ R, µ ∈ S, x ∈ M.

Модуль M , на котором заданы коммутирующие левые действия колец R
и S, называется (R,S)-бимодулем. Правые (R, S)-бимодули — или ко-
ротко бимодули-(R, S) — определяются аналогично. Однако на практике
GORAZDO чаще встречается случай, когда два кольца действуют на M с RAZ-
NYH сторон.
Комментарий. С использованием понятия тензорного произведения алгебр изучение
бимодулей сводится к изучению обычных модулей над другим кольцом. Например, R-
модуль-S можно M рассматривать как LEWYJ (R, So)-бимодуль, а его, в свою очередь —
как левый модуль над R⊗ So. С другой стороны, тот же модуль можно рассматривать
как PRAWYJ (Ro, S) бимодуль или, что то же самое, как правый модуль над Ro ⊗ S.

§ 2♦. pRIMERY MODULEJ

I’ll show you a thing or three.

Groucho Marx

В настоящем параграфе мы ограничимся перечислением нескольких пер-
вых примеров R-модулей и векторных пространств. Много дальнейших
более рафинированных или более специальных примеров встретится нам в
дальнейшем.
• Нулевой модуль. Множество {0}, состоящее из одного элемента 0,

вместе с операциями 0 + 0 = 0, λ0 = 0 для всех λ ∈ R, является R-модулем.
Этот модуль называется нулевым модулем и обычно обозначается просто
0.
• Эвклидовы пространства. Обычные векторы на эвклидовой плос-

кости R2 и в трехмерном эвклидовом пространстве R3 образуют векторные
пространства над R. Этот пример был впервые явно рассмотрен Симоном
Стевином в конце XVI века.
• Абелевы группы. Любая абелева группа M является модулем над

Z, если положить для n ∈ N и x ∈ M :

nx = x + . . . + x (n раз), 0x = 0, (−n)x = n(−x).

• Абелевы группы (cont.) Любая абелева группа M является левым
модулем над End(M). В самом деле, V1, V2 и V4 — это просто определение
операций в End(M), а V3 — это определение эндоморфизма.
• Дифференциальные абелевы группы. Пусть R = Z[d], где d2 = 0

— кольцо двойных чисел над Z. Тогда R-модуль — это в точности абелева
группа M , в которой зафиксировано дифференцирование a 7→ da, т.е.
такой эндоморфизм, квадрат которого равен 0.
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• Кольцо как модуль над собой. Само кольцо R можно рассматри-
вать как левый и как правый R-модуль. А именно, пусть M = RR совпада-
ет с R как аддитивная группа, а левое умножение на элементы R задается
формулой x 7→ λx, где λ ∈ R, x ∈ M . Тогда из аксиом кольца вытекает,
что RR — левый R-модуль. Аналогично, полагая, что M = RR совпадает
с R как аддитивная группа, а правое умножение на элементы R задается
формулой x 7→ xλ, где x ∈ M , λ ∈ R, мы задаем на R структуру право-
го R-модуля. Получающийся модуль называется обычно левым/правым
свободным R-модулем ранга 1.

•Идеалы. Каждый левый идеал I кольца R является левым R-модулем,
правый идеал I — правым R-модулем, а двустороннний идеал I — бимо-
дулем, или, если нужна особая точность, R-модулем-R.

• Идеализация модуля. В действительности, каждый R-модуль-R
можно естественно рассматривать как идеал в некотором кольце. А именно,
введем на прямой сумме R⊕V абелевых групп R и V следующее умножение

(α, u)(β, v) = (αβ, αv + uβ).

Легко проверить, что это умножение превращает R ⊕ V в ассоциативное
кольцо, причем V идеал в R⊕V , квадрат которого равен 0. Таким образом,
в коммутативном случае KAVDYJ MODULX MOVET RASSMATRIWATXSQ
KAK IDEAL NEKOTOROGO KOLXCA.

• Дробные идеалы. Пусть R — область целостности, K ее поле част-
ных. Ненулевой подмодуль I ≤ K называется дробным идеалом кольца R,
если существует такое λ ∈ R•, что λI ≤ R. Каждый ненулевой идеал R
кольца является дробным идеалом.

Следующий WAVNEJ[IJ пример модулей будет подробно рассмотрен в
следующем параграфе.

• Свободные модули. Обозначим через nR — множество всех строк
длины n а через Rn — множество всех столбцов высоты n с компонен-
тами из R. Тогда nR является LEWYM, а Rn — PRAWYM модулем над R. Они
называются, соответственно, свободным левым и свободным правым
модулями над R ранга n.

• В дополнение к предыдущему примеру необходимо упомянуть, что nR
является PRAWYM, а Rn — LEWYM модулем над кольцом матриц M(n,R),
относительно обычного умножения столбца на матрицу слева и строки на
матрицу справа.

• Кольцо многочленов R[x] от переменной x над кольцом R можно рас-
сматривать как R-модуль относительно обычной операции сложения мно-
гочленов и операции умножения многочлена на константу.

• Множество M(m,n,R) матриц размера m × n с коэффициентами из
кольца R можно рассматривать R-модуль-R относительно обычного сло-
жения матриц и умножения матриц на скаляры слева и справа.
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• В действительности множество M(m, n,R) имеет естественную струк-
туру M(m, R)-модуля-M(n,R) относительно обычного умножения матриц
размера m × n на квадратные матрицы степени m слева и на квадратные
матрицы степени n справа.

• Если L/K — расширение полей, т.е. K ⊆ L, то L можно рассматривать
как векторное пространство над K. Например, C - векторное пространство
над R, R — векторное пространство над Q, а F4 — векторное пространство
над F2.
• Пространство функций. Множество KX = Map(X, K) всех функ-

ций на некотором множестве X со значениями в поле K является вектор-
ным пространством над K относительно обычного (поточечного) сложения
функций и (поточечной) операции умножения функции на константу:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x).

В дальнейшем всегда, когда мы говорим о пространствах функций, мы
имеем в виду какие-то подпространства KX замкнутые относительно этих
операций.

•Модули над групповым кольцом. Пусть K — поле, G — конечная
группа, а K[G] — групповое кольцо группы G над K. Линейным пред-
ставлением группы G степени n над полем K называется гомоморфизм
ρ : G −→ GL(V ), в полную линейную группу n-мерного векторного про-
странства V над K. Полагая gv = ρ(g)v и продолжая это действие по
линейности на все кольцо K[G], мы задаем на V структуру левого K[G]-
модуля.

§ 3♦. sWOBODNYE MODULI

В элементарной линейной алгебре обычно ограничиваются рассмотре-
нием свободных модулей, т.е. модулей, в которых существует базис. Это
понятие детально обсуждается вследующей главе, но уже сейчас удобно
привести два основных примера. В действительности, S TO^NOSTX@ DO IZO-
MORFIZMA никаких других конечно порожденных свободных модулей нет.

• Свободный левый модуль. Следуя Кону обозначим через nR мно-
жество всех строк длины n с компонентами из R, рассматриваемое как
левый R-модуль. Иными словами, элементами nR являются все строки вида

x = (x1, . . . , xn), xi ∈ R,

причем операции вводятся покомпонентно:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),

λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).
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Получающийся модуль называется свободным левым R-модулем ранга
n. Вообще, свободным левым R-модулем ранга n называется любой модуль
V , изоморфный nR, его ранг обозначается n = rk(V ).
• Свободный правый модуль. Как обычно, Rn обозначает множе-

ство всех столбцов высоты n с компонентами из R, рассматриваемое как
правый R-модуль. Иными словами, элементами Rn являются все столбцы
вида

x =




x1
...

xn


 , xi ∈ R,

а операции сложения и умножения на множестве столбцов вводятся поком-
понентно:




x1
...

xn


 +




y1
...

yn


 =




x1 + y1
...

xn + yn


 ,




x1
...

xn


λ =




x1λ
...

xnλ




Получающийся модуль называется свободным правым R-модулем ран-
га n. Вообще, свободным правым R-модулем ранга n называется любой
модуль V , изоморфный Rn, его ранг обозначается n = rk(V ).
Предостережение 1. Для экономии места мы часто записываем столбец x в виде
x = (x1, . . . , xn)T , как результат применения операции формального транспониро-
вания к строке (x1, . . . , xn). Следует, однако, иметь в виду, что эта операция совпадает
с настоящей операцией транспонирования матриц только в случае, когда кольцо R ком-
мутативно. В этом последнем случае модули Rn и nR будут изоморфны как R-модули,
и называются свободным R-модулем ранга n. Тем не менее, даже в случае ком-
мутативного основного кольца их необходимо тщательно различать. На поверхност-
ном уровне это будет очевидно сразу, как только мы определим матрицы. В дальней-
шем вскроются гораздо более глубокие причины. Дело в том, что nR является правым
M(n, R)-модулем, а Rn — левым M(n, R)-модулем. Иными словами, это значит, что R-
изоморфизм между nR и Rn, задаваемый транспонированием, не является каноническим,
а связан с конкретным выбором базисов. Задание конкретного изоморфизма между nR и
Rn вводит на Rn дополнительную структуру.

Предостережение 2. Подмодуль свободного модуля не обязан быть свободным. Напри-
мер, если x ∈ R — делитель нуля, то идеал Rx ≤ R не является свободным R-модулем.
Более того, вообще говоря даже прямое слагаемое свободного модуля не обязано быть
свободным. Прямые слагаемые свободных модулей называются проективными моду-
лями. Вопрос о том, для каких классов колец R все проективные модули над R свободны,
представляет собой один из центральных вопросов одного из центрального разделов ал-
гебры — алгебраической K-теории.

• Прямая сумма. Оба эти примера являются частными случаями кон-
струкции прямой суммы модулей. А именно, пусть M1, . . . , Mn суть левые
R-модули. Определим левый Λ-модуль M = M1 ⊕ . . . ⊕ Mn, считая, что
как множество M совпадает с прямым произведением M1 × . . . ×Mn, т.е.,
иными словами, состоит из всех n-к (x1, . . . , xn), где xi ∈ Mi, а операции
сложения и умножения на скаляр в M вводятся покомпонентно, т.е.

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn),
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λ(x1, . . . , xn) = (λx1, . . . , λxn).

Эти операции действительно превращают M в левый R-модуль, называе-
мый прямой суммой левых R-модулей M1, . . . , Mn. Прямая сумма правых
R-модулей определяется аналогично и сама является правым R-модулем.
При этом nR = RR ⊕ . . . ⊕ RR и Rn = RR ⊕ . . . ⊕ RR (в каждом из этих
прямых разложений n слагаемых).
• Кольца свободных идеалов. Кольцо R называется кольцом сво-

бодных левых идеалов, если все его левые идеалы являются свободными
левыми R-модулями. Кольцо свободных правых идеалов определяется
аналогично.
Задача. Докажите, что коммутативное кольцо в том и только том случае
является кольцом свободных идеалов, когда оно кольцо главных идеалов.
В некоммутативном случае аналогичное утверждение безнадежно невер-

но и имеется множество нетривиальных примеров и обширная теория, по-
священная кольцам свободных идеалов, см., например, [Co].

§ 4♦. lINEJNYE OTOBRAVENIQ

Люди, заключающие договор с дьяволом, колдуны и чернокниж-
ники родятся левшами.

Дмитрий Сергеевич Мережковский. wOSKRES[IE BOGI

Сейчас мы введем класс отображений, согласованных со структурой моду-
ля/векторного пространства.

Определение. pUSTX U I V — DWA PRAWYH R-MODULQ. oTOBRAVENIE
f : U −→ V , u 7→ f(u), NAZYWAETSQ гомоморфизмом R-MODULEJ, (ILI PRO-
STO морфизмом R-MODULEJ), ESLI ONO UDOWLETWORQET SLEDU@]IM DWUM
USLOWIQM.

H1 Аддитивность:

f(x + y) = f(x) + f(y)

DLQ L@BYH x, y ∈ U ,
H2 Однородность степени 1:

f(xλ) = f(x)λ

DLQ L@BYH λ ∈ R, x ∈ U .

Вместе два эти условия часто называются также линейностью или,
точнее, R-линейностью. Совместно они означают, что каждая линейная
комбинация векторов переходит под лействие f в линейную комбинацию
образов S TEMI VE KO\FFICIENTAMI:

f(uα + vβ) = f(u)α + f(v)β.
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Совершенно аналогично определяются и морфизмы левых R-модулей,
при этом в большинстве элементарных учебников аксиома (H2) перепи-
сывается в виде

H2′ Однородность степени 1:

f(λx) = f(λx),

для любых λ ∈ R, x ∈ M .
Однако специалисты в области теории колец знают, что даже в случае,

когда кольцо R коммутативно, GOMOMORFIZMY LEWYH MODULEJ MOVNO
ZAPISYWATX TOLXKO SPRAWA. Отображение f : M −→ N , u 7→ (u)f , левых
модулей называется гомоморфизмом левых R-модулей, если

(x + y)f = (x)f + (y)f, (λx)f = λ(x)f,

для любых x, y ∈ U и любого λ ∈ R. Именно в силу непривычности та-
кой записи для большинства читателей в дальнейшем мы предпочитаем
работать с правыми, а не с левыми модулями.
Множество всех гомоморфизмов изM вN обозначается через Hom(M, N)

или, если нужно подчеркнуть, что M и N рассматриваются как R-модули,
то HomR(M, N).
В частности, можно говорить о гомоморфизмах векторных пространств

над полем, в этом случае они обычно называются просто линейными
отображениями или, если нужно уточнить, о каком именно поле идет
речь, K-линейными отображениями.
Как обычно, гомоморфизм f называется:
• мономорфизмом, если f инъективен;
• эпиморфизмом, если f сюръективен;
• изоморфизмом, если f биективен;
• эндоморфизмом, если U = V ;
• автоморфизмом, если U = V , а f биективен.
Таким образом, изоморфизм — это такой гомоморфизм, который явля-

ется одновременно мономорфизмом и эпиморфизмом; эндоморфизм — это
гомоморфизм группы в себя, а автоморфизм – это изоморфизм группы на
себя.
Эндоморфизмы векторных пространств обычно называются линейны-

ми операторами. Множество всех эндоморфизмов R-модуля M обозна-
чается EndR(M) или просто End(M). Как мы увидим в дальнейшем, это
множество всегда является ассоциативным — но, как правило, некоммута-
тивным! — кольцом с 1, называемым кольцом эндоморфизмов модуля M .
В случае векторных пространств говорят обычно о кольце (или алгебре)
линейных операторов.
2. Первые примеры. Приведем несколько очевидных примеров линей-
ных отображений.
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• Для любых модулей нулевое отображение 0 : M −→ N , переводящее
все векторы x ∈ M в 0, является гомоморфизмом M в N .
• Для любого модуля тождественное отображение id : M −→ M , перево-

дящее каждый x ∈ M в себя, является эндоморфизмом модуля M .
• Если кольцо R коммутативно, то умножение на любой элемент λ ∈

R задает эндоморфизм модуля M , x 7→ xλ, называемый гомотетией. В
самом деле, линейность вытекает из дистрибутивности умножения вектора
на скаляр относительно сложения векторов и коммутативности умножения
в кольце R.
• Координатная проекция pri : Rn −→ R, сопоставляющая столбцу его

i-ю компоненту, линейна. Вообще, пусть V — какое-то векторное простран-
ство с базисом e1, . . . , en. Рассмотрим i-ю координатную функцию e∗i ,
т. е. отображение, сопоставляющее вектору x ∈ V его i-ю координату в этом
базисе. Из единственности разложения по базису следует, что e∗i линейно.
В самом деле, координаты аддитивны и однородны:

e∗i (u + v) = e∗i (u) + e∗i (v), e∗i (u)λ = e∗i (u)λ.

Этот пример будет играть огромное значение в главе, посвященной двой-
ственности.
• Для любой матрицы x ∈ M(m,n, R) отображение Rn −→ Rm, u 7→ xu,

задаваемое умножением на матрицу x SLEWA, линейно:

x(u + v) = xu + xv, x(uλ) = (xu)λ.

В действительностьи, в главе, посвященной линейным отображениям, мы
узнаем, что никаких других линейных отображений между свободными мо-
дулями конечного ранга и не существует. Точно так же каждое линейное
отображение nR −→ mR свободных левых модулей состоит в умножении на
некоторую матрицу y ∈ M(n, m,R) SPRAWA, т. е. имеет вид v 7→ vy.
• Пусть K ≤ L — два поля и V — несет согласованные структуры

векторного пространства над K и над L. Тогда K-линейное отображение
совершенно не обязано быть L-линейным. Пусть, например, K = R, а
L = V = C. Тогда комплексное сопряжение, переводящее комплексное
число z = a+bi в комплексно сопряженное z = a−bi, является R-линейным,
но не C-линейным, в самом деле, iz = −iz, а вовсе не iz, как следовало бы
из C-линейности.

§ 5♠. oBRATNAQ ZAMENA KOLXCA

Сейчас мы покажем, что каждый модуль происходит из некоторой абе-
левой группы A, рассматриваемой как модуль над кольцом R = End(A).
Иными словами, модуль это просто абелева группа с операторами.
1. Обратная замена кольца. Пусть теперь φ : R −→ S — гомомор-
физм колец с 1. Тогда левый S-модуль M превращается в левый R-модуль,
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если определить действие R на M следующим образом: R × M −→ M ,
(λ, x) 7→ λ ∗ x, где λ ∗ x = φ(λ)x. Про построенный так R-модуль говорят,
что он получается из S-модуля M переносом структуры, (обратной)
заменой базы, (обратной) заменой скаляров или (обратной) заменой
кольца посредством гомоморфизма φ. Чтобы подчеркнуть, что перенос
структуры осуществлен именно посредством гомоморфизма φ, для постро-
енного так R-модуля иногда используется обозначение φM . Разнобой в
терминологии связан с тем, что эти термины представляет собой пере-
воды с разных языков: base change, scalar change, Grundringwechsel,
Ringwechsel и т.д.
Вот некоторые наиболее важные частные случаи этой конструкции:
• Пусть R ≤ S — подкольцо кольца S, а ι : R ↪→ S — каноническое

вложение. Тогда про модуль ιM говорят, что он построен сужением ска-
ляров.
• Например, сужая скаляры при помощи гомоморфизма ι : Z −→ R,

n 7→ n1, мы вообще превращаем R-модуль M в абелеву группу ιM = M+.
• Пусть I E R — идеал кольца R и π : R −→ R/I — каноническая

проекция на фактор-кольцо. Если M — некоторый R/I-модуль, то про R-
модуль πM говорят, что он получен подъемом скаляров (Hochhebung von
Skalaren).
• Пусть V — векторное пространство над полем C комплексных чисел,

: C −→ C — комплексное сопряжение. Пространство V , совпадающее с V
как абелева группа, в котором умножение на скаляр определяется формулой
λ∗x = λx, называется пространством (комплексно) сопряженным с V (не
путать с двойственным V ∗ или сопряженным к двойственному!!!)
• Пусть R = S = K — совершенное поле характеристики p > 0, а F :

K −→ K, x 7→ xp — автоморфизм Фробениуса поля K. Про пространство
F−1V говорят, что оно является скручиванием Фробениуса (Frobenius
twist) пространства V . Иными словами, как аддитивная группа F−1V
совпадает с V , но умножение на скаляры задается там следующим образом
λ ◦ x = λ1/px.
2. Универсальный пример модуля. Пусть A — произвольная абелева
группа, R = End(A) — кольцо эндоморфизмов A.
Задача. Убедитесь, что A становится End(A)-модулем, если положить
φx = φ(x).
Убедимся теперь, что в мифологическом плане это EDINSTWENNYJ при-

мер модуля. Пусть теперь R — произвольное кольцо, а V — произвольный
левый R-модуль. Чтобы избежать смешения кольца эндоморфизмов абе-
левой группы V с рассматриваемым в дальнейшем подкольцом EndR(V ),
состоящим из R-эндоморфизмов (обычно, как раз и обозначаемым просто
через End(V )), мы будем обозначать кольцо эндоморфизмов V как абелевой
группы через EndZ(V ).
Задача. Убедитесь, что для произвольного λ ∈ R гомотетия θλ : V −→
V , x 7→ λx является эндоморфизмом ABELEWOJ GRUPPY V . Проверьте, что
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сопоставление λ 7→ θλ определяет гомоморфизм R −→ EndZ(V ). Докажите,
что каждая структура левого R-модуля на V получается таким образом.

Решение. То, что θλ действительно эндоморфизм — это в точности ак-
сиома V3. В этих обозначениях аксиому V3 можно переписать в виде
θλ+µ = θλ + θµ, а аксиому V1 — в виде θλµ = θλθµ. Наконец, аксиома
V4 означает, что θ1 = idV .

Задача. Установите аналогичное соответствие между структурами PRA-
WOGO R-модуля на V и ANTIGOMOMORFIZMAMI R −→ EndZ(V ).

Решение. Единственное отличие от предыдущей задачи состоит в том,
что если определить гомотетию ηλ : V −→ V , x 7→ xλ, то аксиома V1◦

перепишется в виде ηλµ = ηµηλ.

Таким образом (по крайней мере, если отображение R −→ EndZ(V ) инъ-
ективно), элементы кольца R естественно рассматривать как эндомор-
физмы абелевой группы V — или, на традиционном жаргоне, операторы
действующие на этой группе.

§ 6♣. pRQMAQ ZAMENA KOLXCA

Для чуть более софистицированного читателя, который слышал не только о суже-
нии, но и о расширении скаляров, заметим, что кроме обратной замены кольца часто
рассматривается прямая замена кольца. Однако, так как эта конструкция предпола-
гает знакомство с понятием тензорного произведения, то при первом чтении настоящий
пункт следует пропустить. А именно, если φ : R −→ S — гомоморфизм колец с 1 и
M — некоторый R-модуль, то Mφ = S ⊗R M превращается в S-модуль, если положить
λ(µ⊗ x) = λµ⊗ x для любых λ, µ ∈ S и x ∈ M . Про построенный так S модуль говорят,
что он получается (прямой) заменой базы, (прямой) заменой скаляров или (прямой)
заменой кольца посредством гомоморфизма φ.

Вот некоторые наиболее важные частные случаи этой конструкции:

• Пусть R ≤ S — подкольцо кольца S, а ι : R ↪→ S — каноническое вложение. Тогда
про модуль M ι говорят, что он построен расширением скаляров.

• Пусть I E R — идеал кольца R и π : R −→ R/I — каноническая проекция на фактор-
кольцо. Если M — некоторый R-модуль, то про R/I-модуль Mπ = M/IM говорят, что
он получен редукцией по модулю I.

• Пусть S ⊆ R• — мультипликативная система, φS : R −→ RS — соответствующий
гомоморфизм локализации. Тогда MφS

= MS = RS ⊗R M называется локализацией
модуля M в S или модулем частных модуля M относительно мультипликативной
системы S.

• Пусть R = S = K — поле характеристики p > 0, не обязательно совершенное, а
F : K −→ K, x 7→ xp — эндоморфизм Фробениуса поляK. Про пространство VF говорят,
что оно является скручиванием Фробениуса пространства V . В случае совершенного
поля это понятие совпадает с введенным в пункте 1.

Для еще более софистицированного чистателя заметим, что рассмотренная конструк-
ция называется ковариантной прямой заменой кольца. Кроме нее рассматривается
контравариантная прямая замена кольца, при которой R-модулю M сопоставляется
S-модуль Mφ = HomR(S, M). Кроме того, для некоммутативных колец нужно, конечно,
следить за тем, идет речь о левых или правых модулях и тщательно различать S ⊗R M
и M ⊗R S.
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§ 7♦. lINEJNYE KOMBINACII

Термин “линейная комбинация” на самом деле употребляется в
двух смыслах:

◦ как указание действий, которые производятся над данными
векторами, что равносильно заданию коэффициентов λ1, . . . , λn;

◦ как результат этих действий.
В выражении “нетривиальная линейная комбинация данных век-
торов равна нулю” нетривиальность понимается в первом смысле,
а равенство нулю — во втором.

Эрнест Борисович Винберг, [Vi], Гл. 2

Пусть V — правый R-модуль и v1, . . . , vn ∈ V .

Определение. Линейной комбинацией WEKTOROW v1, . . . , vn ∈ V NAZY-
WAETSQ

• L@BOE WYRAVENIE WIDA v1λ1 + . . . + vnλn, GDE λ1, . . . , λn ∈ R,

• WEKTOR v = v1λ1 + . . . + vnλn, PREDSTAWLQEMYJ TAKIM WYRAVENIEM.

pRI \TOM λ1, . . . , λn NAZYWA@TSQ коэффициентами LINEJNOJ KOMBINA-
CII.

Если все коэффициенты λ1, . . . , λn равны 0, то линейная комбинация на-
зывается тривиальной, в противном случае — нетривиальной.
Чтобы подчеркнуть, что коэффициенты пишутся SPRAWA, говорят о пра-

вых линейных комбинациях. Для элементов левого R-модуля V мож-
но совершенно аналогично определить левые линейные комбинации
λ1v1 + . . . + λnvn, в которых коэффициенты пишутся SLEWA. Это различие
становится по настоящему важным в тех случаях, когда V несет структуру
R-бимодуля, например, для некоммутативного кольца R, рассматриваемого
как бимодуль над собой. Множество девых линейных комбинаций элемента
x ∈ R совпадает с левым идеалом Rx, порожденным x, в то время как мно-
жество его правых линейных комбинаций — это порожденный им правый
идеал xR. Ясно, что в общем случае Rx 6= xR, так что левые и правые
линейные комбинации это совсем не одно и то же.
Понятие линейной комбинации легко обобщается и на случай бесконечно-

го семейства векторов. Если {vα}, α ∈ Ω, — такое семейство, то линейной
комбинацией семейства {vα} называется любая сумма вида

∑
vαλα, где

λα ∈ K, причем почти все λα равны 0. Иными словами, по опрежедению
линейная комбинация бесконечного семейства— это то же самое, что линей-
ная комбинация KAKOGO-TO его конечного подсемейства. Это утверждение
обычно называется принципом компактности для линейных комбина-
ций.

Предостережение. Как уже отмечено в эпиграфе, понятие LINEJNAQ KOM-
BINACIQ — и, особенно, KO\FFICIENTY LINEJNOJ KOMBINACII — заключает
NAMERENNU@ двусмысленность. sITUACIQ, KOGDA W ODNOJ FRAZE ODIN
I TOT VE TERMIN UPOTREBLQETSQ W DWUH SOWER[ENNO RAZLI^NYH
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SMYSLAH типична для физики, но W WYS[EJ STEPENI NEOBY^NA DLQ
MATEMATIKI. Поэтому Бурбаки употребляет термин LINEJNAQ KOMBI-
NACIQ исключительно для обозначения REZULXTATA вычисления линейной
комбинации, т.е. получающегося вектора. Однако поскольку эта двусмыс-
ленность глубоко укоренилась в литературе по линейной алгебре, мы не
пытаемся менять традиционную терминологию и предоставляем читателю
каждый раз самостоятельно догадываться, в каком именно смысле употреб-
ляется выражение LINEJNAQ KOMBINACIQ.
Пример. Пусть V = Rn — свободный правый R-модуль ранга n над R.
Рассмотрим следующий набор векторов:

e1 =




1
0
...
0


 , . . . , en =




0
...
0
1


 ,

где у i-го вектора в i-й позиции стоит 1, а все остальные компоненты равны
0. В дальнейшем набор векторов e1, . . . , en будет называться стандарт-
ным базисом модуля V = Rn. Любой вектор x ∈ Rn является линейной
комбинацией векторов e1, . . . , en, а именно,




x1
...

xn


 = e1x1 + . . . + enxn.

§ 8♦. pODMODULI

Введем еще одно ключевое определение.

Определение. nEPUSTOE PODMNOVESTWO U MODULQ V NAZYWAETSQ под-
модулем, ESLI ONO SAMO QWLQETSQ MODULEM OTNOSITELXNO TEH VE SAMYH
OPERACIJ SLOVENIQ I UMNOVENIQ NA SKALQR, ^TO I MODULX V , INYMI SLO-
WAMI, ESLI U OBLADAET SLEDU@]IMI DWUMQ SWOJSTWAMI.

S1 Замкнутость относительно сложения:

u + v ∈ U DLQ L@BYH u, v ∈ U.

S2 Устойчивость относительно умножения на скаляр:

λu ∈ U DLQ L@BYH λ ∈ K, u ∈ U.

pRI \TOM MY PI[EM U ≤ V , ^TOBY OBOZNA^ITX, ^TO U — PODMODULX W V ,
A NE PROSTO PODMNOVESTWO. w SLU^AE, KOGDA V WEKTORNOE PROSTRANSTWO,
U NAZYWAETSQ подпространством.

Эти две аксиомы можно сформулировать и иначе, сказав, что U содер-
жит вместе с двумя любыми своими векторами любую их линейную комби-
нацию:

λu + µv ∈ U для любых λ, µ ∈ K, u, v ∈ U.
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Тогда, разумеется, то же самое будет выполнено и линейных комбинаций
любого числа векторов:

λ1u1 + . . . + λnun ∈ U для любых λ1, . . . , λn ∈ K, u1, . . . , un ∈ U .

2. Первые примеры. Приведем несколько очевидных примеров подмо-
дулей.
• Сам модуль V и нулевой подмодуль 0 = {0}, состоящее лишь из ну-

левого вектора, являются подмодулями в V , называемыми очевидными.
Подмодуль U ≤ V называется нетривиальным, если U 6= 0 и собствен-
ным, если U 6= V .
• Нетривиальные подпространства эвклидовой плоскости— это прямые,

проходящие через 0, а нетривиальные подпространства трехмерного эвкли-
дова пространства — это прямые и плоскости, проходящие через 0.
•Подмодули в левомR-модуле RR — это в точности левые идеалы кольца

R, а подмодули в правом R-модуле RR — это в точности правые идеалы
кольца R.
• Пусть I E R — идеал кольца R, а V — произвольный подмодуль.

Множество
V I = {xλ | x ∈ V, λ ∈ I}

является подмодулем в V .
• Решения линейной однородной системы линейных уравнений образу-

ют подмодуль в Rn. Для поля верно и обратное, никаких других подпро-
странств, кроме пространств решений линейных однородных систем линей-
ных уравнений, в Kn нет.
• Пусть V = RX — модуль функций на множестве X со значениями в

коммутативном кольце R, а Y ⊆ X. Положим

U = {f ∈ V | f(y) = 0 для всех y ∈ Y }.

Тогда U является подмодулем в V .
• Пусть V = R[x] — кольцо многочленов, рассматриваемое как модуль

над кольцом коэффициентов R. Тогда подмножество U = R[x]≤m, состоя-
щее из всех многочленов степени, не превосходящей m, является подмоду-
лем в R[x].
• Пусть V = R[x1, . . . , xn] — кольцо многочленов от n переменных, рас-

сматриваемое как модуль над кольцом коэффициентов R. Обозначим через
R[x1, . . . , xn]m множество всех форм степени m, т.е. однородных многочле-
нов степени m (напомним, что 0 является однородным любой степени).

§ 9♦. lINEJNAQ OBOLO^KA SISTEMY WEKTOROW

Пусть как обычно V некоторый правый R-модуль. Сейчас мы свяжем с
каждой системой векторов некоторый подмодуль в V .
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Определение. Линейной оболочкой WEKTOROW u1, . . . , un ∈ V — ILI
подмодулем, порожденным u1, . . . , un — NAZYWAETSQ MNOVESTWO

〈u1, . . . , un〉 = L(u1, . . . , un)

WSEH LINEJNYH KOMBINACIJ WEKTOROW u1, . . . , un:

〈u1, . . . , un〉 = {u1λ1 + . . . + unλn | λ1, . . . , λn ∈ K}.

Покажем, что 〈u1, . . . , un〉 действительно подмодуль.
Предложение. dLQ L@BYH u1, . . . , un ∈ V IH LINEJNAQ OBOLO^KA

U = 〈u1, . . . , un〉

QWLQETSQ PODMODULEM W V . pRI \TOM U ≤ V MOVET BYTX OHARAKTERIZO-
WAN KAK NAIMENX[IJ PODMODULX, SODERVA]IJ WEKTORY u1, . . . , un.

dOKAZATELXSTWO. По самому определению любой подмодульW ≤ V , содер-
жащий u1, . . . , un, обязан содержать все линейное комбинации этих векто-
ров, и, значит, U ⊆ V . Покажем теперь, что U — действительно подмодуль.
В самом деле, пусть u1λ1 + . . . + unλn и u1µ1 + . . . + unµn суть линейные
комбинации векторов u1, . . . , un. Тогда

(u1λ1 + . . . + unλn) + (u1µ1 + . . . + unµn) = u1(λ1 + µ1) + . . . + un(λn + µn),

также является линейной комбинацией u1, . . . , un. Аналогично, если λ ∈ K,
то λ(λ1u1 + . . . + λnun) = λλ1u1 + . . . + λλnun. Тем самым, U ≤ V .

В случае, когда V = 〈u1, . . . , un〉, говорят что u1, . . . , un порождают V
или что u1, . . . , un являются системой образующих для V .
Все сказанное выше обобщается и на бесконечные семейства векторов. В

частности, можно определить линейную оболочку L(ui, i ∈ I) бесконечного
семейства векторов {ui}, i ∈ I. В случае, когда R = K — поле, 〈x1, . . . , xn〉
называется подпространством, порожденным x1, . . . , xn.
Пусть x ∈ V . Ясно, что подмодуль порожденный элементом x, совпадает

с множеством xR = {xλ | λ ∈ R} всех его скалярных кратных. Подмодуль,
порожденный одним элементом, называется циклическим и в дальнейшем
мы полностью выясним структуру таких модулей.

Задача. Докажите, что

〈x1, . . . , xn〉 = x1R + . . . + xnR.



МОДУЛИ И ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 45

§ 10♦. fAKTOR-MODULX

Пусть V правый R-модуль, а U ≤ V — подмодуль модуля V . В этом
случае определена фактор-группа V/U . Напомним, что как множество V/U
является фактор-множеством по отношению эквивалентности, задаваемому
сравнимостью по модулю U :

u ≡ v (mod U) ⇐⇒ u− v ∈ U.

Так как U аддитивная подгруппа, сравнимость по модулю U действительно
задает на V отношение эквивалентности. Классами этой эквивалентности
являются смежные классы по модулю U ,

v + U = {v + u | u ∈ U}, v ∈ V.

Класс v + U называется классом элемента v ∈ V , любой такой v называ-
ется представителем этого класса. Два смежных класса либо не пере-
секаются, либо совпадают, В случае модулей такие смежные классы часто
называются также линейными подмногообразиями, параллельными U .
Фактор-группа V/U состоит из всех таких смежных классов,

V/U = {v + U | v ∈ V },

Группа V абелева, а U подгруппа, так что операция в V/U определяется
сложением классов по Минковскому

(v + U) + (w + U) = (v + w) + (U + U) = (v + w) + U.

При таком определении не возникает никаких вопросов, связанных с кор-
ректностью, иными словами, независимостью результата от выбора пред-
ставителей в смежных классах v + U и w + U . Эта операция превращает
V/U в абелеву группу.
Сейчас мы убедимся, что так как U ≤ V не просто подгруппа, а под-

модуль, на этой V/U можно определить структуру R-модуля. Тогда для
любого λ ∈ R следующая выкладка

(v + U)λ = vλ + Uλ = vλ + U

показывает, что класс vλ + U не зависит от выбора представителя v.
Абелева группа V/U с так определенным правым действием R называет-

ся фактор-модулем V по U . В случае векторных пространств, естествен-
но, говорят о фактор-пространствах. По самому построению фактор-
модуля V/U отображение

π : V −→ V/U, v 7→ v + U,

линейно. Это отображение называется канонической проекцией V на
фактор-модуль V/U .
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§ 11♦. qDRO I OBRAZ LINEJNOGO OTOBRAVENIQ

Пусть U, V — модули над R, а φ : U −→ V — линейное отображение. В
настоящем параграфе мы свяжем с отображением φ подмодуль Ker(φ) в U ,
называемый ядром φ и подмодуль Im(φ) в V , называемый образом φ. Эти
подмодули являются важнейшими геометрическими объектами, связанны-
ми с φ. Кроме того, мы рассмотрим соответствующие фактор-модули.

1. Образ и ядро линейного отображения. Образ φ — это обычный
образ φ как отображения. Тем самым,

Im(φ) = {φ(x) | x ∈ U} = {y ∈ V | ∃x ∈ U, φ(x) = y}.

Ясно, что φ(U) ≤ V . В самом деле, 0 = φ(0) ∈ Im(φ). Если x, y ∈ Im(φ),
то существуют u, v ∈ H такие, что φ(u) = x, φ(v) = y. В силу линейности
φ(u + v) = φ(u) + φ(v) = x + y, так что x + y ∈ Im(φ). По той же причине
φ(λu) = λφ(u) = λx ∈ Im(φ).
Свяжем теперь с линейным отображением φ некоторый подмодуль в U .

Определение. Ядром LINEJNOGO OTOBRAVENIQ φ : U −→ V NAZYWAETSQ
POLNYJ PROOBRAZ 0:

Ker(φ) = {x ∈ U | φ(x) = 0}.

Ясно, что Ker(φ) ≤ U . В самом деле, если u, v ∈ Ker(φ), то φ(uα +
vβ) = φ(x)α + φ(y)β = 0 для любых α, β ∈ R. Ядро измеряет отклонение
линейного отображения φ от инъективности. Например, если Ker(φ) = U ,
то φ = 0. С другой стороны, чем ядро меньше, тем отображение φ ближе
к инъективному. В частности, φ в том и только том случае инъективно,
или, что в данном случае то же самое, является мономорфизмом, когда
Ker(φ) = 0.

2. Кообраз и коядро линейного отображения. Можно ввести поня-
тия, двойственные к понятиям ядра и образа. Фактор-модуль Coim(φ) =
U/ Ker(φ) называется кообразом линейного отображения φ. Теорема о
гомоморфизме утверждает, что Coim(φ) ∼= Im(φ), поэтому для модулей по-
нятие кообраза используется достаточно редко.
Гораздо большее самостоятельное значение имеет понятие коядра. А

именно, коядром линейного отображения φ называется фактор-модуль

Coker(φ) = V/ Im(φ).

Ясно, что коядро измеряет отклонение линейного отображения φ от сюръ-
ективности точно в том же смысле, в котором ядро измеряет отклонение
от инъективности. А именно, φ в том и только том случае сюръективно —
или, что то же самое, является эпиморфизмом, когда Im(φ) = V или, что
то же самое, Coker(φ) = 0.
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3. График линейного отображения. Еще одно подпространство, свя-
занное с линейным отображением, это его график. А именно, графиком
линейного отображения φ : U −→ V называется пространство

Γ(φ) = {(u, v) ∈ U ⊕ V | φ(u) = v}.

Обратно, для того, чтобы подпространство W ≤ U ⊕ V было графиком
некоторого линейного отображения φ : U −→ V , необходимо и достаточно,
чтобы из того, что (0, v) ∈ W следовало, что v = 0.

§ 12♦. tEOREMA O GOMOMORFIZME

Сейчас мы покажем, что как и для других алгебраических систем факто-
ризация отображений замечательным образом согласована со структурой
модуля. Следующая теорема является одним из наиболее типичных и ха-
рактерных результатов общей алгебры. В полной общности, а именно, для
групп с операторами, она была впервые сформулирована Эмми Нетер.
Пусть U, V — модули над R, а φ : U −→ V — линейное отображение.

Теорема о гомоморфизме. dLQ L@BOGO GOMOMORFIZMA φ : U −→ V IME-
ET MESTO IZOMORFIZM

Im(φ) ∼= U/ Ker(φ).

Мы уже видели аналогичные результаты для групп и колец, поэтому мо-
жем особенно не вдаваться в детали. Тем не менее, вспомним, что вообще
с KAVDYM отображением φ : U −→ V связано его ядро N(φ), являюще-
еся разбиением U на слои отображения φ. Эти слои являются классами
эквивалентности ∼ определяемой условием

u ∼ v ⇐⇒ φ(u) = φ(v).

В случае, когда φ линейно, слои являются в точности смежными классами
по Ker(φ). Кстати, это объясняет, почему мы называем ядром гомомор-
физма слой, содержащий 0: в отличие от произвольных отображений для
линейных отображений задание одного этого слоя однозначно определяет
WSE остальные классы. В самом деле

φ(u) = φ(v) ⇐⇒ φ(u− v) = φ(u)− φ(v) = 0

так что u − v ∈ Ker(φ). Но это и значит, что u + Ker(φ) = v + Ker(φ).
Обратно, если u + Ker(φ) = v + Ker(φ), то u = v + x для некоторого x ∈
Ker(φ), так что φ(u) = φ(v + x) = φ(v) + φ(x) = φ(v). Теперь у нас все
готово, чтобы доказать теорему о гомоморфизме.

dOKAZATELXSTWO. Как мы только что вспомнили, сопоставление

u = u + Ker(φ) 7→ φ(u)
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корректно определяет инъективное отображение φ : U/ Ker(φ) −→ V , об-
раз которого совпадает с Im(φ). Для завершения доказательства теоремы
нам остается лишь проверить, что φ гомоморфизм. В самом деле, поль-
зуясь определением произведения классов, определением φ и тем, что φ —
гомоморфизм, получаем

φ(u + v) = φ(u + v) = φ(u + v) = φ(u) + φ(v) = φ(u) + φ(v),

что и завершает доказательство.

Следствие. eSLI φ : U −→ V \PIMORFIZM, TO V ∼= U/ Ker(φ).

Теорема. pUSTX φ : U −→ V ′ — GOMOMORFIZM GRUPP, A NORMALXNYE POD-
GRUPPY U E V , U ′ E V ′ TAKOWY, ^TO φ(U) ≤ U ′. tOGDA φ INDUCIRUET
GOMOMORFIZM

φ : V/U −→ V ′/U ′, φ(v + U) = φ(v) + U ′.

dOKAZATELXSTWO. Прежде всего, необходимо проверить корректность этого
определения. Для этого заметим, что если u + U = v + U , то по условию на
φ имеем φ(u)−φ(v) = φ(x−y) ∈ U ′, так что φ(u)+U ′ = φ(v)+U ′. Осталось
убедиться в том, что φ гомоморфизм. В самом деле,

φ((u + U) + (v + U)) = φ(u + v + U) =

φ(u + v) + U ′ = φ(u) + φ(v) + U ′ =

(φ(u) + U ′) + (φ(v) + U ′) = φ(u + U) + φ(v + U).

Следствие. eSLI W USLOWIQH TEOREMY U = φ−1(U ′), TO GOMOMORFIZM φ :
V/U −→ V ′/U ′ IN_EKTIWEN. eSLI, KROME TOGO, φ S@R_EKTIWEN, TO φ
IZOMORFIZM.

Теорема фон Дика. dLQ L@BYH PODMODULEJ U ≤ V ≤ W IMEET MESTO
IZOMORFIZM

(W/U)/(V/U) ∼= W/V.

dOKAZATELXSTWO. Обозначим через π : W −→ W/V каноническую проек-
цию. Так как U ≤ V = Ker(π), π индукцирует гомоморфизм π′ : W/U −→
W/V , w + U 7→ w + V . Ядро этого гомоморфизма равно Ker(π)/U = V/U .
Осталось применить теорему о гомоморфизме.

§ 13♦. sUMMA I PERESE^ENIE PODMODULEJ

В настоящем параграфе мы опишем верхнюю и нижнюю грань в решетке
подмодулей относительно включения.
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1. Сумма и пересечение двух подмодулей. Пусть V — модуль, а
U,W ≤ V два подмодуля в V . Пересечением подмодулей U и W на-
зывается их теоретико-множественное пересечение U ∩W . Очевидно, что
U ∩W ≤ V .
Пусть U,W ≤ V два подмодуля в V . Суммой подмодулей U и W назы-

вается их сумма по Минковскому

U + W = {u + w | u ∈ U,w ∈ W}.
Легко видеть, что U + W является подмодулем в V . В самом деле,

(u1 + w1) + (u2 + w2) = (u1 + u2) + (w1 + w2) ∈ U + W,

(u + w)λ = uλ + wλ ∈ U + W.

Пересечение и сумма двух подмодулей — это в точности их инфимум и
супремум в решетке подмодулей относительно включения. Иными словами,
пересечение двух подмодулей— это NAIBOLX[IJ подмодуль, содержащийся
в каждом из них, а сумма — NAIMENX[IJ подмодуль, содержащий каждый
из них.
Следующий очевидный, но исключительно важный результат, извест-

ный профессионалам как Noetherscher Isomorphiesatz, утверждает, что
противоположные стороны параллелограмма равны.

Теорема Нетер об изоморфизме. dLQ L@BYH DWUH PODMODULEJ U, V ≤ W
IMEET MESTO IZOMORFIZM

(U + V )/U ∼= V/(U ∩ V ).

dOKAZATELXSTWO. В самом деле, гомоморфизм

V 7→ (U + V )/U, v 7→ v + U,

сюръективен, а его ядро равно U ∩ V . Осталось сослаться на теорему о
гомоморфизме.

Задача (модулярный закон). Докажите, что для любых трех подмо-
дулей X, Y, Z модуля V таких, что X ≤ Y , выполняется Y ∩ (X ∩ Z) =
X + (Y ∩ Z).
2. Сумма и пересечение семейства подмодулей. Вообще, пусть
Ui, i ∈ I, — произвольное семейство подмодулей в V . Тогда теоретико-
множественное пересечение

⋂
Ui, i ∈ I, является подмодулем в V .

Вообще, пусть Ui, i ∈ I, — произвольное семейство подмодулей в V .
Мх суммой называется подмодуль

∑
Ui, i ∈ I, в V , состоящий из всех

KONE^NYH сумм элементов из Ui. Иными словами,
∑

Ui, i ∈ I, определяется
следующим образом

∑

i∈I

Ui = {∑ ui | ∀i ∈ I, ui ∈ Ui & ui = 0 для почти всех i}

Точно так же, как выше, проверяется, что
∑

Ui, i ∈ I, является подмодулем
в V .
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§ 14♦. pRQMYE SUMMY I PROEKTORY

В настоящем параграфе мы изучим самую простую — и PO\TOMU са-
мую важную — конструкцию, позволяющую строить новые модули из уже
имеющихся.
1. Внешняя и внутренняя прямая сумма. В § 3 нам уже встречалось
понятие внешней прямой суммы модулей. Пусть U и V два правых R-
модуля. Тогда их внешней прямой суммой называется модуль U ⊕ V ,
который как множество совпадает с декартовым произведением

U × V = {(u, v) | u ∈ U, v ∈ V },

а операции определяются покомпонентно:

(u1, v1) + (u2, v2) = (u1 + u2, v1 + v2), (u, v)λ = (uλ, vλ).

В действительности, при обсуждении линейных отображений и матриц мы
увидим, что для PRAWYH модулей было бы естественно записывать элементы
U × V не строками, а столбцами, в виде

U × V =
{(

u
v

) ∣∣∣ u ∈ U, v ∈ V

}
.

Однако, из чисто типографских соображений мы придерживаемся тради-
ционной формы записи.
С другой стороны модуль W называется внутренней прямой суммой

своих подмодулей U, V ≤ W , если выполняются два следующих условия:

U + V = W, U ∩ V = 0.

Следующий результат утверждает, что внутренняя прямая сумма кано-
нически изоморфна внешней.

Теорема. eSLI MODULX W QWLQETSQ WNUTRENNEJ PRQMOJ SUMMOJ OIH POD-
GRUPP U, V ≤ W , TO SOPOSTAWLENIE

φ : U ⊕ V −→ W, (u, v) 7→ u + v

QWLQETSQ IZOMORFIZMOM.

dOKAZATELXSTWO. Легко видеть, что так определенное отображение φ ли-
нейно. В самом деле, следующая выкладка доказывает аддитивность:

φ((u1, v1) + (u2, v2)) = φ((u1 + u2, v1 + v2)) = (u1 + u2) + (v1 + v2) =

(u1 + v1) + (u2 + v2) = φ(u1, v1) + φ(u2, v2)

Точно так же проверяется и однородность:

φ((u, v)λ) = φ(uλ, vλ) = uλ + vλ = (u + v)λ = φ(u, v)λ.



МОДУЛИ И ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 51

Равенство U + V = W показывает, что φ сюръективно. Наконец, если
φ(u, v) = u + v = 0, то u = −v ∈ U ∩ V = 0, так что отображение φ
инъективно. Но это и значит, что φ изоморфизм.

2. Вложения и проекции. С разложением в прямую сумму связано
несколько линейных отображений. А именно, определим вложения

ιU : U −→ U ⊕ V, u 7→ (u, 0), ιV : V −→ U ⊕ V, v 7→ (0, v),

и проекции

πU : U ⊕ V −→ U, (u, v) 7→ u, πV : U ⊕ V −→ V, (u, v) 7→ v.

Легко видеть, что вложения и проекции удовлетворяют следующим равен-
ствам

πU ιU = idU , πU ιV = 0, πV ιU = 0, πV ιV = idV ,

и, при композиции в обратном направлении,

ιUπU + ιV πV = idU⊕V .

Все эти равенства удобнее всего переписать в матричном виде
(

πU

πV

)
(ιU , ιV ) =

(
idU 0
0 idV

)
, (ιU , ιV )

(
πU

πV

)
= idU⊕V .

В действительности эти равенства характеризуют прямые суммы. Если
у нас есть модуль W и четыре отображения

ιU : U −→ W, ιV : V −→ W, πU : W −→ U, πV : W −→ V,

удовлетворяющие сформулированным выше условиям, то W ∼= U ⊕ V .
3. Дополнение. Пусть U ≤ W . Подмодуль V называется дополнением
к U в W , если U ⊕ V = W , иными словами, если U + V = W и U ∩ V = 0.
Иногда эмфатически говорят о прямых дополнениях, чтобы отличить их
от дополнений, удовлетворяющих различным добавочным условиям, таких,
как инвариантные дополнения, ортогональные дополнения и т.д. Когда
U фиксировано, подмодуль V называется также дополнительным под-
модулем или, в случае векторных пространств, дополнительным про-
странством.

Теорема. pUSTX V — DOPOLNENIE U W W oTOBRAVENIE

V 7→ W/U, v 7→ v + U

QWLQETSQ IZOMORFIZMOM.

Эта теорема показывает, что все дополнения к одному и тому же подмо-
дулю изоморфны и с точки зрения линейной алгебры одинаково расположе-
ны по отношению к U .
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Следствие. eSLI V1 I V2 DWA DOPOLNENIQ K U W W , TO OTNO[ENIE SRAWNI-
MOSTI PO MODUL@ U QWLQETSQ BIEKCIEJ MEVDU V1 I V2, USTANAWLIWA@]EJ
IZOMORFIZM MEVDU NIMI.

Построенный в следствии изоморфизм называется проектированием
V1 на V2 параллельно U .

4. Сумма и пересечение. Вложение

U ∩ V −→ U ⊕ V, u 7→ (u,−u),

и проекция
U ⊕ V −→ U + V, (u, v) 7→ u + v,

объединяются в одну точную последовательность

0 −→ U ∩ V −→ U ⊕ V −→ U + V −→ 0,

5. Проекторы. Линейный оператор φ : V −→ V называется проектором,
если он идемпотентен, φ2 = φ. Пусть V = V1 ⊕ . . . ⊕ Vs есть разложение
V в прямую сумму. Тогда каждый v ∈ V однозначно представляется в
виде v = v1 + . . . + vs, где vi ∈ Vi. Легко видеть, что проекции на прямые
слагаемые

φi : V −→ Vi, v 7→ vi,

обладают следующими свойствами.

• φ2
i = φi

• φiφj = 0 при i 6= j

• φ1 + . . . + φs = idV

Теорема. l@BOE SEMEJSTWO PROEKTOROW S PERE^ISLENNYMI SWOJSTWAMI
ZADAET RAZLOVENIE V W PRQMU@ SUMMU

V = Im(φ1)⊕ . . .⊕ Im(φn).

§ 15♠. pRQMYE SUMMY I PRQMYE PROIZWEDENIQ

Для конечного числа множителей внутренняя и внешняя точка зрения на
прямое произведение совпадают. Однако для бесконечного числа множите-
лей они начинают различаться. В настоящем параграфе мы опишем две
конструкции, обобщающие прямую сумму на случай произвольного семей-
ства модулей.

1. Прямое произведение. Пусть теперь Vi, i ∈ I, — произвольное се-
мейство R-модулей.
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Определение. mNOVESTWO
∏

i∈I

Vi ILI, ESLI INDEKSNOE MNOVESTWO I ODNO-

ZNA^NO OPREDELENO KONTEKSTOM, PROSTO
∏

Vi WMESTE S POKOMPONENTNYMI
OPERACIQMI

(ui) + (vi) = (ui + vi), (ui)λ = (uiλ),

NAZYWAETSQ прямым произведением MODULEJ Vi.

Прямое произведение сразу возникает вместе с каноническими проек-
циями

prj :
∏

Vi −→ Vj , (vi) 7→ vj ,

на индивидуальные множители.
В дальнейшем нам понадобится чуть другая вербализация конструкции

прямого произведения. А именно, мы будем истолковывать
∏

Vi как множе-
ство таких функций I 7→ ⋃

Vi, для которых f(i) ∈ Vi для каждого i ∈ I. На
множестве всех таких функций вводится обычный операции на функциях,
которые превращают его в R-модуль. С этой точки зрения каноническая
проекция на j-й множитель — это просто сопоставление функции f ее зна-
чения в точке j.
2. Прямая сумма. Особенно важен частный случай конструкции огра-
ниченного прямого произведения, получающийся при Hi = 1.

Определение. mNOVESTWO

⊕
Vi = {(vi) | vi ∈ Vi, vi = 0 DLQ PO^TI WSEH i} ≤

∏

i∈I

Vi

WMESTE S POKOMPOLNETNYMI OPERACIQMI

(ui) + (vi) = (ui + vi), (ui)λ = (uiλ),

NAZYWAETSQ прямой суммой MODULEJ Vi.

Прямая сумма часто обозначается также
∐

Vi и называется копроиз-
ведением модулей Vi. Прямая сумма сразу возникает вместе с координат-
ными вложениями

inclj : Gj −→
⊕

Vi, vj 7→ (vi),

индивидуальных слагаемых.
Таким образом, по определению

⊕
Vi состоит из всех функций f : I −→⋃

Vi таких, что f(i) ∈ Vi S KONE^NYM NOSITELEM, т. е. таких, что f(i) = 0
для всех i, кроме конечного их числа. В частности, если только конечное
число среди модулей Vi отлично от 1 — например, для конечного числа
слагаемых — прямая сумма совпадает с прямым произведением.
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gLAWA 2. swobodnye i proektiwnye moduli

Будьте мудры как змеи и просты как голуби.

Иисус из Назарета

В настоящей главе мы изучаем важнейшие классы модулей, промежуточ-
ные между классом всех модулей, которым мы занимались в предыдущей
главе, и классом векторных пространств, который мы детально рассмот-
рим в следующей главе.
Самая знаменитая аксиома математики, AKSIOMA WYBORA, утверждает,

что в каждом векторном пространстве существует базис. Для модулей над
кольцом это, вообще говоря, совершенно не так. Тем не менее, над лю-
бым кольцом мы можем рассмотреть SWOBODNYE MODULI, в которых BAZIS
действительно существует. В учебных целях и некоторых элементарных
приложениях можно даже ограничиться этим классом модулей.
Но в SERXEZNYH приложениях сделать это не удастся, так как не толь-

ко в произвольных подмодулях, но даже в прямых слагаемых свободных
модулей никаких базисов, вообще говоря, нет. Оказывается, однако, что
большинство реально используемых в линейной алгебре вычислительных
методов опирается не на существование базисов, а на существование коор-
динат. Конечно, выбор базиса определяет координаты векторов. Оказы-
вается, однако, что часто выбор линейно зависимой системы образующих
тоже позволяет корректно определить координаты. Модули, в которых су-
ществуют KOORDINATNYE SISTEMY, называются PROEKTIWNYMI, и именно они
доставляют естественную общность, в которой следует развивать линей-
ную алгебру.
• С одной стороны, на проективные модули без большого труда перено-

сится весь обычный классический аппарат линейной алгебры.
• С другой стороны, класс проективных модулей достаточен для боль-

шинства обычных приложений линейной алгебры в анализе, геометрии, то-
пологии и теории дифференциальных уравнений.
Тем не менее, в силу врожденной застенчивости, я не решился последова-
тельно встать на современную точку зрения, основанную на понятии про-
ективного модуля, и веду большую часть изложения в традиционном кон-
тексте свободных модулей.

§ 1♦. lINEJNAQ ZAWISIMOSTX I NEZAWISIMOSTX

В настоящем параграфе мы продолжаем считать, что V — правый R-
модуль.
1. Линейная зависимость и независимость. Сейчас мы введем клю-
чевое понятие всей линейной алгебры.
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Определение. wEKTORY u1, . . . , un ∈ V NAZYWA@TSQ линейно независи-
мыми, ESLI L@BAQ IH NETRIWIALXNAQ LINEJNAQ KOMBINACIQ OTLI^NA OT
0, INYMI SLOWAMI, ESLI IZ TOGO, ^TO HOTQ BY ODIN IZ KO\FFICIENTOW
λ1, . . . , λn ∈ K NE RAWEN 0, WYTEKAET, ^TO u1λ1 + . . . + unλn 6= 0

Это определение можно прочесть и следующим образом: любая линейная
комбинация векторов u1λ1 + . . . + unλn, равная 0, тривиальна, т.е. все ее
коэффициенты равны 0:

u1λ1 + . . . + unλn = 0 =⇒ λ1 = . . . = λn = 0.

Отметим, в частности, что пустая система векторов линейно независима.
Векторы, не являющиеся линейно независимыми, называются линейно

зависимыми. Чтобы векторы u1, . . . , un были линейно зависимы, необхо-
димо и достаточно, чтобы существовали такие коэффициенты λ1, . . . , λn ∈
R, не все равные 0, что u1λ1 + . . . + unλn = 0. Любое равенство такого ви-
да, в котором не все коэффициенты равны 0, называется нетривиальным
линейным соотношением между векторами u1, . . . , un. Между линейно
независимыми векторами существует только тривиальное линейное соот-
ношение u10 + . . . + un0 = 0. Следующее утверждение очевидно.

Лемма. l@BAQ PODSISTEMA LINEJNO NEZAWISIMOJ SISTEMY WEKTOROW SAMA
LINEJNO NEZAWISIMA.

Эту лемму можно сформулировать еще и так: любая надсистема линейно
зависимой системы линейно зависима.
2. Принцип компактности линейной независимости. Определение
линейной независимости без труда обобщается на любое бесконечное се-
мейство векторов {uα}, α ∈ Ω. Для этого вспомним, что по определению
линейная комбинация бесконечного семейства — это линейная комбинация
какого-то его конечного подсемейства. Это значит, что если какая-то нетри-
виальная линейная комбинация семейства {uα} равна 0, то в {uα} найдется
какое-то конечное подсемейство векторов u1, . . . , un и его нетривиальная
линейная комбинация, равная 0. Тем самым, в любом линейно зависимом
семействе найдется конечное линейно зависимое подсемейство. Таким об-
разом, мы можем сформулировать принцип компактности линейной
независимости: семейство, любое конечное подсемейство которого ли-
нейно независимо, само будет линейно независимым.
3. Первые примеры. Приведем несколько простейших примеров.
• Нулевой вектор. Любое семейство, содержащее вектор u = 0, линей-

но зависимо: достаточно взять в качестве коэффициентов линейной комби-
нации 1 при векторе u и 0 при всех остальных векторах.
•Коллинеарность. Два вектора u, v на плоскости тогда и только тогда

линейно зависимы, когда они коллинеарны, т.е. лежат на одной прямой. В
частности, любые два вектора на прямой линейно зависимы.
• Компланарность. Три вектора u, v, w в трехмерном пространстве

тогда и только тогда линейно зависимы, когда они компланарны, т.е. лежат
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в одной плоскости. В частности, любые три вектора на плоскости линейно
зависимы.
• Пусть K — поле. Тогда любые ≥ n + 1 штук векторов в пространстве

Kn линейно зависимы. Эту мысль обычно выражают чуть иначе, говоря,
что пространство Kn является n-мерным.
• Функции x 7→ cos2(x), x 7→ cos(2x) и x 7→ 1, линейно зависимы. В

самом деле, 2 cos2(x)− cos(2x)− 1 = 0 есть равная 0 нетривиальная линей-
ная комбинация этих функций с коэффициентами 2,−1,−1. В то же время
функции x 7→ cos2(x), x 7→ cos(x) и x 7→ 1, линейно независимы.
• Стандартный базис пространства столбцов. Вернемся к приме-

ру, рассмотренному в предыдущей главе. Пусть e1, . . . , en — стандартный
базис пространства столбцов Kn. Тогда векторы e1, . . . , en образуют ли-
нейно независимую систему. В самом деле, если для некоторых коэффи-
циентов λ1, . . . , λn ∈ K имеем u1λ1 + . . . + unλn = (λ1, . . . , λn)t = 0, то
λ1 = . . . = λn = 0.
• Стандартные мономы. Рассмотрим пространство V = K[t]. Тогда

семейство 1, x, . . . , xn, . . . линейно независимо. В силу принципа компакт-
ности достаточно доказать это для любого конечного семейства стандарт-
ных мономов, а любое конечное семейство содержится в некотором семей-
стве вида 1, x, . . . , xn. Пусть λ0, . . . , λn ∈ K таковы, что 1λ0 + xλ1 + . . . +
xnλn = 0. В силу определения равенства многочленов это означает, что
λ1 = . . . = λn = 0.

§ 2♦. bAZIS SWOBODNOGO MODULQ, KOORDINATY

Сейчас мы введем одно из центральных понятий всей линейной алгебры.

Определение. sISTEMA WEKTOROW v1, . . . , vn NAZYWAETSQ базисом MODU-
LQ V , ESLI

B1 SISTEMA v1, . . . , vn линейно независима;
B2 SISTEMA v1, . . . , vn порождающая, T.E. WSE PROSTRANSTWO SOWPA-

DAET S EE LINEJNOJ OBOLO^KOJ.

Без всяких изменений понятие базиса переносится и на случай бесконеч-
ных систем. Мы доказываем следующую теорему для конечных базисов, но
она без всяких изменений переносится и на бесконечные.

Теорема. dLQ SISTEMY WEKTOROW M v1, . . . , vn ∈ V SLEDU@]IE USLOWIQ
\KWIWALENTNY:

(1) v1, . . . , vn — BAZIS,
(2) KAVDYJ WEKTOR v ∈ V , EDINSTWENNYM OBRAZOM PREDSTAWLQETSQ W

WIDE LINEJNOJ KOMBINACII WEKTOROW v1, . . . , vn.

dOKAZATELXSTWO. (1) =⇒ (2) Пусть v1, . . . , vn — базис модуля V . По
определению любой вектор v ∈ V является линейной комбинацией век-
торов v1, . . . , vn. Почему такое представление единственно? Пусть v =
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v1λ1+. . .+vnλn и v = v1µ1+. . .+vnµn — два представления одного и того же
вектора v как линейной комбинации v1, . . . , vn. Тогда, вычитая эти выраже-
ния, получим v1(λ1−µ1)+. . .+vn(λn−µn) = 0, и, так как векторы v1, . . . , vn

линейно независимы, то эта линейная зависимость должны быть тривиаль-
на, так что все ее коэффициенты нулевые, λ1 − µ1 = . . . = λn − µn = 0. Но
это как раз и значит, что выражение v как линейной комбинации v1, . . . , vn

единственно.
(2) =⇒ (1) Очевидно, что условие (2) сильнее условия (1): линейная

независимость системы v1, . . . , vn эквивалентна утверждению о том, что
NULEWOJ вектор допускает единственное представление как линейная ком-
бинация векторов v1, . . . , vn, а в условии (2) то же самое утверждается для
L@BOGO вектора.

Таким образом, если v1, . . . , vn — базис модуля V , то для любого вектора
v ∈ V однозначно определены скаляры λ1, . . . , λn ∈ K такие, что v = v1λ1+
. . . + vnλn. Они называются координатами вектора v в базисе v1, . . . , vn,
а составленный из них столбец (λ1, . . . , λn)T — столбцом координат.
Важно четко понимать, что этот KOORDINATNYJ STOLBEC ZAWISIT OT
WYBORA BAZISA.
Приведем несколько примеров базисов и соответствующих координат.
• Единичные орты. Пусть V = R3 — обычное трехмерное эвклидово

пространство, i, j, k — координатные орты, направленные по декартовым
осям. Тогда i, j, k — базис пространства V , (каждый вектор v ∈ V одно-
значно представляется в виде v = αi+βj+γk), а координаты α, β, γ вектора
v ∈ V в этом базисе — это просто проекции v на координатные оси.
• Стандартный базис пространства столбцов. Более общо, пусть

V = Kn — пространство столбцов высоты n над K. Тогда построенный
выше ‘стандартный базис’ e1, . . . , en действительно является базисом про-
странства Kn (это линейно независимая порождающая система), причем
i-я координата столбца v = (α1, . . . , αn)T в этом базисе — это просто его
i-я компонента как столбца: (a1, . . . , an) = a1e1 + . . . + anen.
• Стандартный базис C. Пусть K = R, V = C. Тогда стандартный

выбор базиса C как векторного пространства над R это 1, i. Координаты
комплексного числа z ∈ C в этом базисе — это просто его вещественная и
мнимая часть, соответственно: z = re(z)1 + im(z)i.
• Стандартный базис H. Пусть K = R, V = H. Тогда стандартный

выбор базиса H как векторного пространства над R это 1, i, j, k. Если счи-
тать, что C порождено 1 и i над R, то в качестве базиса H над C можно
взять 1 и j.
• Базис Q(

√
2). Рассмотрим вещественное квадратичное поле Q(

√
2),

получающееся из Q присоединением квадратного корня из 2: Q(
√

2) = {a+
b
√

2 | a, b ∈ Q}. Тогда в качестве базиса этого пространства можно взять 1
и
√

2, а координатами числа x = a + b
√

2 = a1 + b
√

2 как раз и будут a и b.
• Стандартные матричные единицы. Рассмотрим V = M(m, n,K)

как векторное пространство над K. Тогда стандартные матричные едини-
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цы eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, образуют базис V . Напомним, что стандартная
матричная единица eij — это матрица, у которой в позиции (i, j) стоит 1 и
нули во всех остальных позициях, поэтому координаты матрицы x = (xij),
1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, в этом базисе совпадают с ее матричными элементами
xij .

Рассмотрим теперь несколько примеров бесконечномерных пространств.

• Стандартные мономы. Пусть V = K[x] — кольцо полиномов от од-
ной переменной над K. Рассматриваемое как векторное пространство над
K оно имеет базис 1, x, x2, . . . , координаты в этом базисе — это в точности
коэффициенты многочлена, почти все они равны 0.

• Базис Гамеля. Пусть K = Q, V = R. Как мы вскоре покажем,
в любом векторном пространстве существует базис, в частности, R имеет
базис как векторное пространство над Q. В то же время явно указать такой
базис (называемый базисом Гамеля, в отличие от ‘базисов’, используемых
в функциональном анализе) нет никакой возможности.

• Стандартные экспоненциальные мономы. В любом стандартном
курсе теории дифференциальных уравнений доказывается, что стандарт-
ные экспоненциальные мономы xneax, где n ∈ N0, a ∈ C, образуют базис
кольца экспоненциальных многочленов ExpoC как векторного пространства
над C.

• Простейшие дроби. Во втором семестре мы докажем, что рацио-
нальные дроби вида (x − c)−m, где c ∈ C, m ∈ N, образуют базис кольца
правильных рациональных дробей как векторного пространства над C. От-
сюда следует, что стандартные мономы 1, x, x2, . . . и дроби вида (x− c)−m

образуют базис поля K(x) рациональных дробей как векторного простран-
ства над C.

Комментарий. pERWOE, чему должен научиться каждый серьезный сту-
дент при изучении линейной алгебры, состоит в понимании того, что все
базисы векторного пространства эквивалентны и конкретный выбор одного
из них не имеет никакого значения. wTOROE, чему он должен научиться
— это пониманию того, что некоторые базисы гораздо удобнее для вычис-
лений, чем некоторые другие, причем не всегда удобнее пользоваться теми
базисами, которые KAVUTSQ наиболее естественными.

Задача. Рассмотрите поле Q(
√

2,
√

3) как векторное пространство над
Q. У этого пространства есть очевидный базис 1,

√
2,
√

3,
√

6. Докажите,
что в качестве базиса этого пространства можно взять 1,

√
5 + 2

√
6, 5 +

2
√

6,
√

5 + 2
√

6
3
.

В течение второго и третьего семестра нам постепенно станет ясно, что
для большинства вычислений построенный в этой задаче степенной базис
оказывается значительно удобнее.

• Пусть ι : R ↪→ S — расширение колец, а V — свободный S-модуль.
Если S свободныйR-модуль, тоR-модуль ιV , получающийся из V сужением
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скаляров, является свободным R-модулем. В самом деле, если ei — базис
V над S, а αj — базис S над R, то eiαj — базис V над R (проверьте это!)

§ 3♦. fORMALXNYE LINEJNYE KOMBINACII

Пусть X — произвольное множество, а R — коммутативное кольцо с
1. Сейчас мы покажем, что X можно рассматривать как базис некоторого
R-модуля. Эта конструкция используется весьма часто, как сама по себе,
так и как начальный фрагмент многих математических конструкций.
Часто говорят о FORMALXNYH линейных комбинациях элементов X с ко-

эффициентами из R. Это значит, что мы строим модуль, в котором все эле-
менты x ∈ X являются LINEJNO NEZAWISIMYMI и рассматриваем линейные
комбинации этих элементов. Проще всего построить такой модуль следую-
щим образом. Рассмотрим множество R(X) FINITNYH функций X −→ R,
т.е. таких функций f : X −→ R, что f(x) = 0 для всех x ∈ X, кроме
конечного их числа. На множестве R(X) определены обычные покомпонент-
ные сложение функций (f + g)(x) = f(x) + g(x) и умножение на скаляр
(λf)(x) = λf(x). Каждому x ∈ X соответствует δ-функция δx : X −→ R,
δx(y) = 1, если y = x, δx(y) = 0, y 6= x.

Теорема. dLQ KAVDOGO MNOVESTWA X SU]ESTWUET SWOBODNYJ PRAWYJ R-
MODULX V = R(X) S BAZISOM X.

Эта конструкция используется в алгебре очень часто.

• Как R-модуль кольцо многочленов состоит из формальных линейных
комбинаций стандартных мономов xn, n ∈ N0, с коэффициентами из R.

• Вообще, если M — любой моноид (например, группа), то как модуль
моноидная алгебра R[M ] состоит из формальных линейных комбинаций эле-
ментов M , с коэффициентами из R.

• Пусть eij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, — стандартные матричные единицы.
Тогда модуль m × n-матриц M(m,n,R) можно было бы определеить как
модуль формальных линейных комбинаций eij .

• В главе 4 мы будем широко пользоваться конструкциями в духе сле-
дующей. Пусть V — некоторый R-модуль. Положим X = V и рассмотрим
R-модуль Z = R(V ). Иными словами, элементами модуля Z являются ли-
нейные комбинации

∑
vλv элементов v ∈ V — но, конечно, не их настоящие

линейные комбинации как элементов V , а FORMALXNYE линейные комбина-
ции! После этого мы можем наложить на элементы v какие-то соотношения
— конечно, не все соотношения, выполняющиеся в V , а какую-то их часть,
или какие-то другие соотношения. Такого рода конструкции часто исполь-
зуются для того, чтобы строить различные большие, чем сам V модули.

§ 4♦. uNIWERSALXNOE SWOJSTWO BAZISA

В настоящем параграфе мы дадим еще одно определение базиса. Факти-
чески во многих приложениях используется именно универсальное свойство
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базиса: LINEJNOE OTOBRAVENIE ODNOZNA^NO OPREDELQETSQ SWOIMI
ZNA^ENIQMI NA BAZISE, PRI^EM \TI ZNA^ENIQ MOGUT BYTX PROIZ-
WOLXNYMI.
1. Универсальное свойство базиса. Следующий результат объясняет
SMYSL понятия базиса.

Теорема. pUSTX v1, . . . , vn BAZIS SWOBODNOGO R-MODULQ V . dALEE, PUSTX U
PROIZWOLXNYJ R-MODULX I x1, . . . , xn ∈ U . tOGDA SU]ESTWUET EDINSTWEN-
NOE LINEJNOE OTOBRAVENIE φ : V −→ U TAKOE, ^TO φ(vi) = xi.

dOKAZATELXSTWO. sU]ESTWOWANIE. Пусть v ∈ V . Тогда v допускает един-
ственное представление в виде v = v1λ1 + . . . + vnλn. Положим

φ(v) = x1λ1 + . . . + xnλn.

Ясно, что этим задано R-линейное отображение V −→ U — проверьте это!
eDINSTWENNOSTX. Пусть теперь ψ : V −→ U произвольное R-линейное

отображение такое, что ψ(vi) = xi. Пусть снова v = v1λ1 + . . . + vnλn. Из
R-линейности вытекает, что ψ(v) = x1λ1 + . . . + xnλn.

Следствие. dLQ KAVDOGO MODULQ U SU]ESTWET SWOBODNYJ MODULX V I
\PIMORFIZM V −→ U .

dOKAZATELXSTWO. Возбмем любую систему образующих xi, i ∈ I, модуля
U и рассмотрим свободный модуль Vi

2. Изоморфизм свободных модулей. Следующая лемма утверждает,
что инъективные линейные отображения сохраняют свойство системы век-
торов быть линейно независимой, а сюръективные линейные отображения
сохраняют свойство системы векторов быть порождаюшей системой.

Лемма. pUSTX φ : U −→ V — R-LINEJNOE OTOBRAVENIE, x1, . . . , xn ∈ R.
• eSLI φ IN_EKTIWNO, I WEKTORY x1, . . . , xn LINEJNO NEZAWISIMY, TO IH

OBRAZY φ(x1), . . . , φ(xn) TOVE LINEJNO NEZAWISIMY.
• eSLI φ S@R_EKTIWNO I U = 〈x1, . . . , xn〉, TO V = 〈φ(x1), . . . , φ(xn)〉.

dOKAZATELXSTWO. Для доказательства первого утверждения предположим,
что φ(xi) линейно зависимы. Пусть φ(xi)αi = 0 линейная зависимость
между ними. В силу линейности φ имеем

φ(
∑

xiαi) =
∑

φ(xi)αi = 0.

Воспользовавшись теперь инъективностью φ мы получим линейную зави-
симость

∑
xiαi = 0 между xi. Так как по условию x1, . . . , xn линейно

независимы, эта линейная зависимость тривиальна, α1 = . . . = αn = 0.
Для доказательства второго утверждения возьмем какое-то y ∈ V . В

силу сюръективности φ найдется x ∈ U такое, что φ(x) = y. Так как
x1, . . . , xn порождают U , вектор x можно представить в виде их линейной
комбинации x =

∑
xiαi. Но тогда в силу линейности φ

y = φ(x) = φ(
∑

xiαi) =
∑

φ(xi)αi,

как и утверждалось.
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Теорема. dWA SWOBODNYH MODULQ W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE IZOMORFNY,
KOGDA W NIH SU]ESTWU@T BAZISY ODINAKOWOJ MO]NOSTI.

dOKAZATELXSTWO. Предположим, что в модулях U и V существуют базисы
u1, . . . , un и v1, . . . , vn одинаковой мощности. В силу универсального свой-
ства базиса существует единственное линейное отображение φ : U −→ V
такое, что φ(ui) = vi для всех 1 ≤ i ≤ n. Так как векторы v1, . . . , vn по-
рождают V , это отображение сюръективно. С другой стороны, так как
u1, . . . , un линейно независимы, ядро этого отображения равно 0.
Обратно, пусть u1, . . . , un — базис U , а φ : U −→ V — изоморфизм.

Мы утверждаем, что тогда векторы φ(u1), . . . , φ(un) образуют базис V . В
самом деле, так как φ инхективно, то по предыдущей лемме эти векторы
линейно независимы, а так как φ сюръективно, то они порождают V .

Стоит предостеречь начинающего, что из этой теоремы совершенно не
вытекает, что WSE базисы свободного модуля обязаны иметь одинаковую
мощность! Это, вообще говоря, совершенно не так и в двух следующих
параграфах мы обсудим вопрос о том, в какой степени ранг свободного
модуля определен однозначно.
3. Выделение свободного модуля прямым слагаемым. Проиллю-
стрируем универсальное свойство базиса еще на одном важнейшем приме-
ре.

Теорема. pUSTX φ : U −→ V — S@R_EKTIWNOE LINEJNOE OTOBRAVENIE,
PRI^EM MODULX V SWOBODEN. tOGDA SU]ESTWUET LINEJNOE OTOBRAVENIE ψ :
V −→ U TAKOE, ^TO φ ◦ ψ = idV .

dOKAZATELXSTWO. Пусть v1, . . . , vn — базис V . В силу сюръективности
отображения φ существуют x1, . . . , xn такие, что φ(xi) = vi. В силу универ-
сального свойства базиса существует единственное линейное отображение
ψ(vi) = xi. По самому определению φ(ψ(vi)) = vi, а так как vi порождают
V , то φ ◦ ψ = idV , как и утверждалось.

§ 5♥. eDINSTWENNOSTX RANGA

Если это доказательство не является строгим, достаточно, чтобы
оно было удовлетворительным. Мы сможем найти строгое доказа-
тельство позже, после того, как изучим то, что оставили в стороне
сейчас, как требующее слишком долгих исследований.

Платон, aLKIWIAD, XXV

Из теоремы Штейница, которую мы докажем в следующей главе, вы-
текает, что размерность векторного пространства определена однозначно.
Отсюда сразу следует, что ранг свободного модуля действительно опреде-
лен однозначно для KOMMUTATIWNYH колец.

Теорема. eSLI KOLXCO R KOMMUTATIWNO, TO

Rm ∼= Rn ⇐⇒ m = n.



62 НИКОЛАЙ ВАВИЛОВ

dOKAZATELXSTWO. Пусть m — какой-то максимальный идеал кольца R. То-
гда фактор-кольцо K = R/m является полем. Если, Rm ∼= Rn, то

Km = (R/m)m ∼= (R/m)n = Kn,

и в силу единственности размерности m = n.

Эта теорема показывает, что для свободного модуля V над коммута-
тивным кольцом R мы можем без всякой двусмысленности пользоваться
обозначением rk(V ). В действительности выполняется даже следующий
гораздо более точный факт, который мы не сможем, однако, доказать в
общем случае в этой части книги.

Теорема. eSLI KOLXCO R KOMMUTATIWNO, A U ≤ V SWOBODNYE MODULI, TO
rk(U) ≤ rk(V ).

dOKAZATELXSTWO DLQ OBLASTI CELOSTNOSTI. Пусть R область целостно-
сти, K ее поле частных. Выбрав базис в V мы можем считать, что V = Rn,
n = rk(V ). Таким образом, U ≤ V = Rn ≤ Kn. Два вектора u, v ∈ Kn в том
и только том случае линейно зависимы над K, когда они линейно зависимы
над R. Таким образом, среди элементов U не более n линейно независимых
и, значит, любой базис U состоит из ≤ n элементов.

Этот результат основан на том, что два любые элемента коммутатив-
ного кольца линейно зависимы. В самом деле, если x, y ∈ R, причем хотя
бы один из них 6= 0, то xy − yx = 0. Для некоммутативных колец ничего
похожего не имеет места. Так, если R = K〈x, y〉 есть кольцо многочленов
от двух некоммутирующих переменных x, y над полем K, то xR+yR пред-
ставляет собой свободный правый подмодуль ранга 2 в свободном правом
модуле RR ранга 1. Это значит, что даже если ранги свободных модулей
определены однозначно, SWOBODNYJ MODULX MOVET SODERVATX POD-
MODULI STROGO BOLX[EGO RANGA.

§ 6♠. nEEDINSTWENNOSTX RANGA

Предположим, что Rm ∼= Rn для некоторых m 6= n. Это значит, что
существуют линейные отображения φ : Rm −→ Rn и ψ : Rn −→ Rm такие,
что φψ = idRm , а ψφ = idRn . Записывая эти линейные отображения как
матрицы, мы видим, что над кольцом R существуют неквадратные двусто-
ронне обратимые матрицы. Возможна ли такая ситуация? Большинство
учебников линейной алгебры скажут Вам, что нет. Однако в действитель-
ности, для некоммутативных колец такая ситуация более, чем возможна.
Сейчас мы построим кольцо, над которым R2 ∼= R. Итак, мы хотим по-
строить кольцо R и элементы x, y, u, v в нем такие, что

(x, y)
(

u
v

)
= xu + yv = 1,

(
u
v

)
(x, y) =

(
ux uy
vx xy

)
=

(
e 0
0 e

)
.

Ясно, что над таким кольцом Rm ∼= Rn вообще для любыхm,n ∈ N, так что
над ним существуют двусторонне обратимые матрицы любого размера!
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Теорема. sU]ESTWUET KOLXCO R NAD KOTORYM R2 ∼= R.

dOKAZATELXSTWO. Пусть K поле, а R = Mfc(N,K) — кольцо конечно столб-
цовых матриц. Предъявим элементы x, y, u, v:

x =




1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




, y =




0 0 0 0 0 0 . . .
1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




u =




1 0 0 0 0 0 . . .
0 0 1 0 0 0 . . .
0 0 0 0 1 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




, v =




0 1 0 0 0 0 . . .
0 0 0 1 0 0 . . .
0 0 0 0 0 1 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
0 0 0 0 0 0 . . .
...

...
...

...
...

...
. . .




Непосредственное вычисление показывает, что ux = e, uy = 0, vx = 0,
vy = e, и xu + yv = e.

Еще раз вдумайтесь в то, что произошло: MY POSTROILI PRIMER
KOLXCA, NAD KOTORYM WSE 6= 0 SWOBODNYE PRAWYE MODULI KONE^-
NOGO RANGA IZOMORFNY MEVDU SOBOJ.

§ 7♦. wYDELENIE PODMODULEJ URAWNENIQMI NA KOORDINATY

Часто подмодуль свободного модуля удобнее задавать не перечисляя его
образующие, а двойственным образом, указывая соотношения, которым
удовлетворяют координаты векторов этого подмодуля.
Рассмотрим свободный PRAWYJ модуль V = Rn над кольцом R. Класси-

ческий способ задания подмодулей в Rn состоит в следующем. Зафиксируем
матрицу a ∈ M(m,n, R) и рассмотрим множество

Ker(a) = {x ∈ Rn | ax = 0}.

Легко видеть, что Ker(a) является подмодулем в Rn. В самом деле, Ker(a)
непусто, так как 0 ∈ Ker(a). При этом, если x, y ∈ Ker(a), то a(x + y) =
ax+ay = 0 и a(xλ) = (ax)λ = 0. Укажем две основные метафоры, связанные
с Ker(a). Эти метафоры особенно часто используются в случае, когда R =
K — поле. Дело в том, что в этом случае каждое подпространство в V
получается таким способом, так что
Традиционно вычисление Ker(a) называется решением системы од-

нородных линейных уравнений. А именно, если a = (aij) и x =
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(x1, . . . , xn)T , то равенство ax = 0 обычно записывается в виде




a11x1 + . . . + a1nxn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + . . . + amnxn = 0

и истолковывается как система уравнений относительно x1, . . . , xn.
• Взяв в качестве матрицы a стандартную строку

fi = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0),

где 1 стоит на i-м месте, мы получаем подмодуль Ker(fi) в Rn, который на-
зывается i-й координатной гиперплоскостью. Этот подмодуль состоит
из всех столбцов x ∈ Rn, для которых xi = 0.

• С другой стороны, взяв в качестве a матрицу (f1, . . . , f̂i, . . . , fn)T , т.е.
единичную матрицу с выброшенной i-й строкой, мы получим подмодуль
Ker(a), состоящий из всех столбцов x ∈ Rn, для которых xj = 0 при всех
j 6= i. Этот подмодуль называется i-й координатной осью.
• Обобщая два предыдущих примера, возьмем теперь произвольное под-

множество I ⊆ n, и положим a = (fi)T , где i ∈ I. Заметим, что порядок
строк здесь не имеет никакого значения, так как он не влияет на Ker(a).
Авторы элементарных учебников имеют обыкновение располагать строки
в порядке возрастания индексов: a = (fi1 , . . . , fim)T , где I = {i1, . . . , im},
i1 < . . . < im. Подмодуль Ker(a) называется координатным подмоду-
лем в Rn. Этот термин особенно часто используется в случае, когда R = K
поле, при этом говорят о координатных подпространствах. Коорди-
натные гиперплоскости получаются в случае I = {i}, а координатные оси
— в случае I = n \ {i}.
• Взяв a = (1, . . . , 1), мы выделим подмодуль Ker(a), состоящий из всех

x ∈ Rn, для которых x1 + . . . + xn = 0.
С другой стороны, в теории кодирования подпространство U = Ker(a)

называется линейным кодом, а матрица a — проверочной матрицей
этого линейного кода. В § ? мы узнаем еще один способ задания подпро-
странства U посредством его порождающей матрицы.

§ 8 ♠. sTABILXNO SWOBODNYE MODULI

Модуль P называется стабильно свободным ранга n−m, если

P ⊕Rm = Rn.

По определению стабильно свободный модуль — это в точности ядро сюръ-
ективного линейного отображения

Rn 7→ Rm, x 7→ ax,

где a ∈ M(m,n, R) матрица, столбцы которой порождают Rm.
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Теорема. nAD KOMMUTATIWNYM KOLXCOM R KAVDYJ STABILXNO SWOBODNYJ
MODULX RANGA 1 SWOBODEN.

Эта теорема не обобщается ни на некоммутативный случай, ни на моду-
ли ранга ≥ 2 над коммутативным кольцом.

Пример 1. Вот простой пример стабильно свободного, но не свободного
модуля ранга 2. Пусть

R = R[x, y, z]/(x2 + y2 + z2 − 1)

кольцо полиномиальных функций на сфере S2. Модуль

P =








f
g
h




∣∣∣ f, g, h ∈ R, xf + yg + zh = 0



 ≤ R3

касательных векторных полей к S2 стабильно свободен. Однако, как хорошо
известно, этот модуль не может быть свободным: на S2 не существует
двух касательных векторных полей, которые были бы линейно независимы
в каждой точке.

Пример 2. А вот простой пример стабильно свободного модуля ранга
1 над кольцом D[x, y] многочленов от двух (коммутирующих) переменных
над телом D, построенный Оянгуреном и Сридхараном. Пусть α, β ∈ D
таковы, что αβ 6= βα. Тогда модуль

P =
{(

f
g

) ∣∣∣ f, g ∈ D[x, y], (x + α)f + (y + β)g = 0
}
≤ R2

стабильно свободен, но не свободен. В то же время замечательная теорема
Суслина утверждает, что любой стабильно свободный модуль ранга ≥ 2
над кольцом многочленов D[x1, . . . , xn] свободен.

§ 9 ♦. mATRICA PEREHODA OT BAZISA K BAZISU

1. Матрица перехода. Пусть V — свободный правый модуль над R,
u1, . . . , un — базис V , а v1, . . . , vm — произвольные векторы в V . Разложим
каждый из векторов vi по базису u1, . . . , un:

vj =
n∑

i=1

uiaij , 1 ≤ j ≤ m.

При этом j-м столбцом матрицы a = (aij) ∈ M(m,n, R) является столбец
координат вектора vj в базисе u1, . . . , un. В наиболее важном случае, когда
v1, . . . , vm тоже является базисом V , получающаяся так матрица a называ-
ется матрицей перехода от базиса u1, . . . , un к базису v1, . . . , vm. Часто
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для краткости базисы записываются одной буквой, в этом случае об a гово-
рят как о матрице переходе от базиса u к базису v. При этом u называется
старым базисом, а v — новым базисом.
Предостережение. В большинстве элементарных учебников линейной
алгебры, авторы которых не в состоянии отличить правое от левого, мат-
рица перехода задается следующей бесстыдной формулой, vj =

∑
aijui.

Чтобы не вводить каждый раз специальную букву, мы будем обозначать
матрицу перехода от базиса u1, . . . , un к базису v1, . . . , vm через (u Ã v).
Определение матрицы перехода короче и нагляднее выражается в следую-
шей форме

(v1, . . . , vm) = (u1, . . . , um)(u Ã v),

именно в такой форме мы обычно и будем им пользоваться.

Теорема. mATRICA PEREHODA OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI.
• (u Ã u) = e;
• (u Ã v)(v Ã w) = (u Ã w);
• (u Ã v)(v Ã u) = e.

dOKAZATELXSTWO. Первое свойство очевидно, оно означает в точности, что
ui = ui. Второе свойство доказывается непосредственным вычислением. А
именно, пусть w1, . . . , wl — третий базис модуля V , тогда

(u1, . . . , un)(u Ã w) = (w1, . . . , wl) =

(v1, . . . , vm)(u Ã u) = (u1, . . . , un)(u Ã v)(v Ã w).

Наконец, третье свойство сразу следует из первого и второго.

В силу симметрии между u и v третье свойство может быть переписано
в виде (u Ã v)−1 = (v Ã u). Таким образом, из этой теоремы вытека-
ет такое довольно неожиданное следствие: если в свободном модуле над
кольцом существуют базисы, состоящие из разного количества элементов,
то над таким кольцом существуют неквадратные двусторонне обратимые
матрицы. В следующем параграфе мы убедимся, что кольца, для которых
подобная неприятность случается, действительно существуют.

§ 10 ♦. pREOBRAZOWANIE KOORDINAT

Там, где было ONO, должно быть Q.

Зигмунд Фрейд

Рассмотрим выражение одного и того же вектора z ∈ V в двух базисах
u1, . . . , un и v1, . . . , vm:

z = (u1, . . . , un)




x1
...

xn


 = (v1, . . . , vm)




y1
...

ym


 .
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Как связаны между собой координаты вектора z в базисе u — старые
координаты— с его новыми координатами, т. е. координатами в базисе
v? Проведем обычное вычисление, сравнив разложения z по двум базисам
и перейдя в разложении по старому базису к новому:

(v1, . . . , vm)




y1
...

ym


 = z = (u1, . . . , un)




x1
...

xn


 =

(u1, . . . , un)(u Ã v)(u Ã v)−1




x1
...

xn


 =

(v1, . . . , vm)(u Ã v)−1




x1
...

xn


 .

Здесь как и в предыдущем параграфе через (u Ã v) ∈ M(m,n,R) обозна-
чена матрица перехода от старого базиса u к новому базису v.
В силу единственности координат мы видим




y1
...

ym


 = (u Ã v)−1




x1
...

xn


 ,

или, что то же самое,



x1
...

xn


 = (u Ã v)




y1
...

ym


 .

Эти формулы весьма поучительны, они показывают, что новые координаты
получаются из старых координат вовсе не умножением на матрицу перехода
от старого базиса к новому, а умножением на обратную к ней. Иными сло-
вами, координаты преобразуются в направлении противоположном преоб-
разованию базисов! Эту мысль обычно выражают говоря, что координаты
преобразуются контравариантно по отношению к изменению базиса. В
действительности, большинство геометрических объектов, с которыми мы
будем иметь дело в этой книге, являются тензорами, иными словами, они
преобразуются либо ковариантно, т. е. при помощи матрицы перехода от
старого базиса к новому, либо контравариантно, т. е. при помощи матрицы
перехода от нового базиса к старому, либо, в общем случае, ковариантно
по одним индексам и контравариантно по другим.

§ 11 ♦. kOORDINATNYE SISTEMY W PROEKTIWNYH MODULQH

Для того, чтобы провести большинство классических рассуждений ли-
нейной алгебры, совершенно несущественно, что в модуле M существует
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базис. Однако все они опираются на то, что в модуле существуют коорди-
натные функции φi ∈ M∗ по отношению к этому базису. Но в действитель-
ности координаты можно ввести и в том случае, когда базиса нет.

Определение. gOWORQT, ^TO (xi, φi), i ∈ I QWLQETSQ координатной си-
стемой MODULQ M , ESLI

• xi ∈ M , i ∈ I, — SISTEMA OBRAZU@]IH MODULQ M ;

• φi ∈ M∗, PRI^EM DLQ KAVDOGO x ∈ M TOLXKO KONE^NOE ^ISLO φi(x)
OTLI^NO OT 0;

• L@BOJ \LEMENT x ∈ M PREDSTAWLQETSQ W WIDE

x =
∑

i∈I

φi(x)xi.

zNA^ENIE φi(x) ∈ R NAZYWAETSQ i-й координатой WEKTORA x ∈ M PO
OTNO[ENI@ K \TOJ KOORDINATNOJ SISTEME.

Предостережение. Разумеется, если векторы xi, i ∈ I, не являются ли-
нейно независимыми, то вектор x ∈ M допускает и другие выражения
в качестве линейных комбинаций векторов xi, i ∈ I, кроме выражения
x =

∑
φi(x)xi. Однако это обычно ни на что не влияет. Для каждого

вектора x координатная система WYBIRAET единственное выражение x в
качестве линейной комбинации xi, i ∈ I, причем делает это SOGLASOWANNYM
OBRAZOM, т.е. так, что все координатные функции линейно зависят от x. В
большинстве классических рассуждений только это и используется.

Понятие координатной системы является обобщением понятия базиса.
Мы знаем, что модуль в том и только том случае свободен, когда в нем
существует базис. Оказывается, проективные модули допускают анало-
гичную характеризацию в терминах координатных систем.

Теорема. mODULX P W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE PROEKTIWEN, KOGDA W NEM
SU]ESTWUET KOORDINATNAQ SISTEMA.

dOKAZATELXSTWO. Предположим вначале, что P проективен. Найдется сво-
бодный модуль F с базисом yi, i ∈ I, и эпиморфизм ψ : F −→ P . Тогда
элементы xi = φ(yi) порождают P . В силу проективности модуля P эпи-
морфизм ψ допускает сечение θ : P −→ F , ψ ◦ θ = idP , и, значит, θ(P )
выделяется прямым слагаемым в F . Для любого x ∈ P элемент θ(x) пред-
ставляется в виде θ(x) =

∑
φi(x)yi, где только конечное число φi(x) ∈ R

отлично от нуля. Непосредственно из определения ясно, что φi ∈ P ∗ (впро-
чем, в этом можно убедиться и так: φi является композицией θ и проекции
F на слагаемое Rxi

∼= R). Применив φ к обеим частям этого равенства, мы
как раз и получим равенство x =

∑
φi(x)xi.

Обратно, предположим, что в модуле P существует координатная систе-
ма (xi, φi), i ∈ I. Рассмотрим свободный модуль F с базисом yi, i ∈ I,
и определим гомоморфизм ψ : F −→ P такой, что ψ(yi) = xi. Полагая
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θ(x) =
∑

φi(x)yi для каждого x ∈ P , мы получим сечение этого эпиморфиз-
ма. Таким образом, θ(P ) ∼= P является прямым слагаемым F и, значит,
модуль P проективен.
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gLAWA 3. wektornye prostranstwa

Жить в эпоху свершений, имея возвышенный нрав,
к сожалению, трудно.

Иосиф Бродский, kONEC PREKRASNOJ \POHI

В настоящей главе мы продолжаем сужать предмет нашего изучения.
А именно, мы переходим к изучению векторных пространств над полями.
Каждое векторное пространство является свободным модулем. Однако, в
действительности специфика поля GORAZDO глубже и состоит не в суще-
ствовании базисов как таковом, а в существовании OTNOSITELXNYH бази-
сов. Иными словами, в том, что каждый подмодуль векторного простран-
ства выделяется в нем прямым слагаемым — или, что то же самое, в том,
что каждая линейно независимая система векторов может быть включена в
некоторый базис. Для свободных модулей над кольцами, не являющимися
полями, это безнадежно неверно! Таким образом, в отличие от модулей
векторные пространства над полем не имеют вообще никакой арифметики,
только геометрию. Иными словами, большая часть общих результатов о
векторных пространствах вообще не зависит от поля.

§ 1♦. lINEJNAQ ZAWISIMOSTX NAD POLEM

Отметим, прежде всего, важнейшую переформулировку условия линей-
ной зависимости, в которой явным образом используется тот факт, что K
поле.

Предложение. pUSTX V WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD POLEM. wEKTORY
u1, . . . , un ∈ V W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE LINEJNO ZAWISIMY, KOGDA ODIN
IZ NIH QWLQETSQ LINEJNOJ KOMBINACIEJ OSTALXNYH.

dOKAZATELXSTWO. (⇐=) Предположим, что один из векторов ui является
линейной комбинацией остальных. Пусть, например, uj есть линейная ком-
бинация ui, i 6= j, т.е. uj =

∑
uiλi, i 6= j. Полагая λj = −1, получим

u1λ1 + . . .+unλn = 0, причем эта линейная зависимость нетривиальна, так
как λj 6= 0.

(=⇒) Обратно, пусть u1, . . . , un линейно зависимы и u1λ1+. . .+unλn = 0
— нетривиальная линейная зависимость между ними. Тогда хотя бы один
коэффициент этой зависимости отличен от 0, скажем, λj 6= 0. Разделив
эту зависимость на λj и перенеся все члены, кроме j-го, в другую часть,
получим uj = −∑

uiλi, где сумма берется по всем i 6= j.

Замечание. Ключевым моментом в доказательстве предложения является
возможность разделить на λj . В случае, когда кольцо коэффициентов R
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модуля M не является полем, это совершенно не так. Дело в том, что в
любые два элемента x, y ∈ R KOMMUTATIWNOGO кольцаR, рассматриваемого
как модуль над собой, линейно зависимы в нем: yx + (−x)y = 0. В то же
время, конечно, ниоткуда не следует, что один из них должен быть кратным
другого:

• 2, 3 ∈ Z линейно зависимы над Z, но ни один из них не является цело-
численным кратным второго.

• x, y ∈ K[x, y] линейно зависимы над K[x, y], но ни один из них не
является полиномиальным кратным второго.

В действительности, для других модулей дела обстоят еще значительно
хуже:

• Рассмотрим M = Z/mZ как модуль над Z. Тогда система, состоящая
из ODNOGO вектора u = 1 ∈ M , будет линейно зависимой, хотя u 6= 0.

Из предложения вытекает, что для векторных пространств над полем
такое невозможно: система, состоящая из одного ненулевого вектора WSEGDA
линейно независима.

Мы будем часто использовать проведенное в доказательстве предложе-
ния рассуждение в следующей форме. А именно, предложение можно было
бы сформулировать в следующей более точной форме: TO из ui, которое
входит в линейную зависимость между ними с ненулевым коэффициентом,
является линейной комбинацией остальных.

Следствие. eSLI WEKTORY u1, . . . , un LINEJNO NEZAWISIMY, A

x /∈ 〈u1, . . . , un〉,

TO u1, . . . , un, x TOVE LINEJNO NEZAWISIMY.

dOKAZATELXSTWO. Пусть u1λ1 + . . . + unλn + xµ = 0 линейное соотношение
между u1, . . . , un, x. Как мы только что заметили, если µ 6= 0, то x явля-
ется линейной комбинацией u1, . . . , un. С другой стороны, если µ = 0, то
u1, . . . , un линейно зависимы. И то и другое невозможно.

Обычно мы будем использовать обратное утверждение.

Следствие. eSLI WEKTORY u1, . . . , un LINEJNO NEZAWISIMY, A u1, . . . , un, x
LINEJNO ZAWISIMY, TO

x ∈ 〈u1, . . . , un〉.

В действительности это предложение можно несколько уточнить, про-
следив, какой именно из векторов ui входит с ненудевым коэффициентом.

Условие замены Штейница. pUSTX V WEKTORNOE PROSTRANSTWO NAD
POLEM, u1, . . . , un−1, v, w ∈ V . pREDPOLOVIM, ^TO

v ∈ 〈u1, . . . , un−1, w〉, v /∈ 〈u1, . . . , un−1〉,
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TOGDA w ∈ 〈u1, . . . , un−1, v〉.
dOKAZATELXSTWO. Пусть

v = u1λ1 + . . . + un−1λn−1 + wµ.

Так как u не является линейной комбинацией u1, . . . , un−1, то µ 6= 0. Раз-
делив на µ и перенося в другую часть, мы видим, что

w = vµ−1 − u1λ1µ
−1 − . . .− un−1λn−1µ

−1.

§ 2♦. tEOREMA {TEJNICA: DOKAZATELXSTWO METODOM ZAMENY

Важнейшая связь между понятиями линейных комбинаций и линейной
зависимости описывается следующей теоремой, которая позволит нам в
дальнейшем охарактеризовать векторные пространства их размерностями.
Эта теорема утверждает, что среди линейных комбинаций какого-то се-
мейства векторов не может быть больше линейно независимых, чем среди
исходных векторов. Этот факт, называемый также теоремой о линейной
зависимости линейных комбинаций, справедлив для любых коммута-
тивных колец.

Теорема Штейница. pUSTX V — MODULX NAD KOMMUTATIWNYM KOLXCOM
R, v1, . . . , vn ∈ V I

u1, . . . , um ∈ 〈v1, . . . , vn〉,
PRI^EM m > n. tOGDA u1, . . . , um LINEJNO ZAWISIMY.

К сожалению, сейчас мы сможем доказать этот результат только для
случая, когда R = K поле. Конечно, если теорема верна для полей, она вер-
на также для областей целостности. Однако, DLQ PROIZWOLXNYH KOMMU-
TATIWNYH KOLEC NI METOD ZAMENY, NI METOD ISKL@^ENIQ NE RABO-
TA@T. Все обычные доказательства для колец с делителями нуля исполь-
зуют чуть более патетические средства такие, как, скажем, теорема Гиль-
берта о базисе, метод Кронекера, теория определителей или что-нибудь в
таком духе. Кроме того, конечно, сформулированная ниже более сильная
форма теоремы Штейница не имеет места даже для кольца Z. Разумеется,
специфика поля определяется вовсе не тем, что среди элементов u1, . . . , um

не более n линейно независимых, а именно возможностью заменять vi на
uj .

dOKAZATELXSTWO METODOM ZAMENY. Индукция по n.

База индукции. Пусть u1 = v1λ1 и u2 = v1λ2. Если λ1 = 0, то доказывать
нечего, так как в этом случае система {0, u2} линейно зависима. В против-
ном случае, когда λ1 6= 0, равенство u1λ2 − u2λ1 = 0 есть нетривиальная
линейная зависимость между u1 и u2.
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Шаг индукции. Пусть u1, . . . , um ∈ 〈v1, . . . , vn〉. Если u1, . . . , um ∈
〈v2, . . . , vn〉, то в действительности u1, . . . , um являются линейными ком-
бинациями не n а уже n − 1 вектора и, значит, мы можем применить ин-
дукционное предположение.
С другой стороны, если u1, . . . , um /∈ 〈v2, . . . , vn〉, то существует ui, допу-

стим, u1, в разложение которого фактически входит v1. Тогда по условию
замены v1 ∈ 〈u1, v2, . . . , vn〉 и, тем самым, u2, . . . , um ∈ 〈u1, v2, . . . , vn〉.
Теперь мы можем повторить то же самое рассуждение для v2 вместо

v1. В самом деле, если u2, . . . , um ∈ 〈u1, v3, . . . , vn〉, то мы снова можем
применить индукционное предположение. Поэтому существует ui, допу-
стим, u2, не принадлежащее 〈u1, v3, . . . , vn〉. По условию замены v2 ∈
〈u1, u2, v3, . . . , vn〉 и, значит, u3, . . . , um ∈ 〈u1, u2, v3, . . . , vn〉.
Продолжая действовать таким образом, мы либо сможем применить ин-

дукционное предположение, либо докажем, что un+1, . . . , um ∈ 〈u1, . . . , un〉.
Но это и значит, что между ui существует нетрививальная линейная зави-
симость.

В действительности, это доказательство доказывает значительно боль-
ше, чем утверждалось.

Теорема Штейница. eSLI u1, . . . , um ∈ 〈v1, . . . , vn〉 LINEJNO NEZAWISIMY,
TO m ≤ n I, WOZMOVNO POSLE PERENUMERACII ui,

〈u1, . . . , um, vm+1, . . . , vn〉 = 〈v1, . . . , vn〉.

§ 3♦. tEOREMA {TEJNICA: DOKAZATELXSTWO METODOM ISKL@^ENIQ

Comment on faisait l’amour sous l’ancien régime.

Charles Baudelaire

В этом параграфе мы ввиду ключевой важности теоремы Штейница для
линейной алгебры над полем, приведем еще одно ее доказательство. Это
как раз то доказательство, которое традиционно используется для факти-
ческого вычисления ранга.

dOKAZATELXSTWO METODOM ISKL@^ENIQ. Ясно, что можно без потери общ-
ности считать, что m = n + 1. Будем вести доказательство индукцией по
n. Так как база уже имеется, то достаточно провести шаг индукции.
Шаг индукции. Предположим, что теорема уже доказана для n− 1. До-
кажем ее для n. Пусть

u1 = v1λ11 + . . . + vnλ1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

um = v1λm1 + . . . + vnλmn

выражения для u1, . . . , um в качестве линейных комбинаций v1, . . . , vn.
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Если при этом все коэффициенты λ1n, . . . , λmn равны 0, то в действи-
тельности векторы u1, . . . , um являются линейными кобинациями уже век-
торов v1, . . . , vn−1, в количестве (n− 1) штуки. Это значит, что мы можем
применить индукционное предположение и заключить, что u1, . . . , um ли-
нейно зависимы.
Пусть, поэтому, хотя бы один из коэффициентов λ1n, . . . , λmn отличен от

0. Перенумеровывая, если нужно, u1, . . . , um, можно считать, что λmn 6= 0.
В этом случае рассмотрим векторы

wi = ui − umλinλ−1
mn, i = 1, . . . ,m− 1.

Коэффициент −λinλ−1
mn подобран с таким расчетом, чтобы члены, содер-

жащие vn, в выражениях для ui и um в качестве линейной комбинации
v1, . . . , vn взаимно сократились.
Это значит, что в действительности векторы w1, . . . , wm−1 являются ли-

нейными комбинациями уже n − 1 штук векторов v1, . . . , vn−1. Так как
m > n, то m − 1 > n − 1 и, следовательно, мы можем применить индук-
ционное предположение и заключить, что векторы w1, . . . , wm−1 линейно
зависимы. Пусть, например,

w1µ1 + . . . + wm−1µm−1 = 0

является нетривиальной линейной зависимостью между ними, т. е. не все
µi здесь равны 0. Подставляя в эту зависимость выражения для wi через
ui, получаем

(u1 − umλ1nλ−1
mn)µ1 + . . . + (ui − umλm−1,nλ−1

mn)µm−1 =

u1µ1 + . . . + um−1µm−1 − um(λ1nλ−1
mnµ1 + . . . + λm−1,nλ−1

mnµm−1) = 0,

что представляет собой нетривиальную линейную зависимость между век-
торами u1, . . . , um, так как уже не все µi равны 0.

§ 4♦. mINIMALXNYE POROVDA@]IE SISTEMY

В этом и следующем параграфах мы дадим еще две эквивалентные фор-
мулировки понятия базиса. Напомним, что порождающая система называ-
ется минимальной, если любая ее собственная подсистема уже не порожда-
ет V . Иными словами, она является минимальным элементом в множестве
всех порождающих систем относительно порядка, заданного включением.

Теорема. dLQ SISTEMY WEKTOROW v1, . . . , vn SLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWA-
LENTNY:

(1) v1, . . . , vn — BAZIS,
(3) v1, . . . , vn — MINIMALXNAQ POROVDA@]AQ SISTEMA.

dOKAZATELXSTWO. (1) =⇒ (3) Пусть v1, . . . , vn — базис пространства V . По
определению v1, . . . , vn является порождающей системой. Проверим, что в
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действительности это минимальная порождающая система. Предположим,
что это не так. Тогда выбросив некоторый вектор vj мы снова получаем
порождающую систему, так что, в частности, vj является линейной ком-
бинацией остальных векторов vi, i 6= j. Тем самым, по предложению из
пункта 3 векторы vi линейно зависимы.

(3) =⇒ (1) Пусть v1, . . . , vn — минимальная порождающая система.
Предположим, что она не является базисом. Это может произойти только
за счет того, что векторы v1, . . . , vn линейно зависимы. В этом случае по
предложению из пункта 3 один из векторов, скажем, vj является линейной
комбинацией остальных, т.е. vj ∈ 〈v1 . . . , v̂j , . . . , vn〉, где крышка над j-м
вектором означает, что он должен быть опущен. Таким образом,

〈v1 . . . , v̂j , . . . , vn〉 = 〈v1 . . . , vn〉 = V,

что противоречит минимальности v1, . . . , vn.

Эта теорема позволяет доказать существование базиса.

Теорема. iZ L@BOJ POROVDA@]EJ SISTEMY WEKTOROW MOVET BYTX IZ-
WLE^EN BAZIS.

dOKAZATELXSTWO DLQ KONE^NOMERNOGO SLU^AQ. Выберем в м какую-то по-
рождающую систему: V = 〈v1, . . . vn〉. Тогда, если v1, . . . , vn не является
базисом, то про предыдущей теореме она не минимальна, т.е. какой-то из
этих векторов является линейной комбинацией остальных. Переставляя,
если нужно, векторы vi, можно считать, что vn ∈ 〈v1, . . . vn−1〉, таким об-
разом, V = 〈v1, . . . vn−1〉. Применив теперь то же рассуждение к системе
v1, . . . , vn−1, мы видим, что либо она является базисом, либо какой-то из
векторов vi можно исключить, получив меньшую порождающую систему.
Этот процесс обрывается на конечном шаге и последняя получающаяся по-
рождающая система обязана быть базисом.

Теорема продолжает оставаться верной и для бесконечномерного случая,
но здесь ее доказательство перестает быть конструктивным, из-за необхо-
димости использовать лемму Куратовского—Цорна.

dOKAZATELXSTWO DLQ OB]EGO SLU^AQ. Пусть Ω — множество всех порожда-
ющих систем векторов, содержащихся в данной системе. Тогда инфимум
убывающей цепи элементов Ω снова принадлежит Ω, поэтому в Ω существу-
ют минимальные элементы.

Это доказательство, разумеется, ничего не говорит о том, как именно
построить такой минимальный элемент — оно в явном виде использует
аксиому выбора.

§ 5♦. mAKSIMALXNYE LINEJNO NEZAWISIMYE SISTEMY

Сейчас мы дадим описание базисов, двойственное к полученному в пре-
дыдущем параграфе. Напомним, что линейно независимая система называ-
ется максимальной, если любая ее собственная надсистема уже не является
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линейно независимой. Иными словами, эта система максимальна в множе-
стве всех линейно независимых систем, упорядоченных по включению.

Теорема. dLQ SISTEMY WEKTOROW v1, . . . , vn ∈ V SLEDU@]IE USLOWIQ \K-
WIWALENTNY:

(1) v1, . . . , vn — BAZIS,

(4) v1, . . . , vn — MAKSIMALXNAQ LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMA.

dOKAZATELXSTWO. (1) =⇒ (4). Пусть v1, . . . , vn — базис пространства V .
По определению v1, . . . , vn линейно независимы. Проверим, что в действи-
тельности это максимальная линейно независимая система. Предположим,
что это не так. Тогда добавив некоторый вектор v мы снова получим ли-
нейно независимую систему, так что, в частности, v не является линейной
комбинацией остальных векторов v1, . . . , vn. Тем самым, v1, . . . , vn не яв-
ляется порождающей системой, что противоречит определению базиса.

(4) =⇒ (1). Пусть v1, . . . , vn — максимальная линейно независимая си-
стема. Предположим, что она не является базисом. Это может произойти
только за счет того, что векторы v1, . . . , vn не порождают пространство
V . В этом случае найдется вектор v, который не является линейной ком-
бинацией векторов v1, . . . , vn. Мы утверждаем, что получающаяся система
v1, . . . , vn, v, состоящая из n+1 вектора, линейно независима. В самом деле,
пусть

v1λ1 + . . . + vnλn + vλ = 0

нетривиальная линейная зависимость между этими векторами. Тогда λ = 0
— иначе v был бы линейной комбинацией векторов v1, . . . , vn. Значит, ис-
ходные векторы не являются линейно независимыми. Это значит, что си-
стема v1, . . . , vn, v линейно независима, что противоречит максимальности
v1, . . . , vn.

Эта теорема позволяет дать другое доказательство существования бази-
са.

Теорема. l@BAQ LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMQ WEKTOROW MOVET BYTX
DOPOLNENA DO BAZISA.

dOKAZATELXSTWO DLQ KONE^NOMERNOGO SLU^AQ. Выберем в V какую-то ли-
нейно независимую систему v1, . . . , vn. Если v1, . . . , vn не является базисом,
то про предыдущей теореме она не максимальна, т.е. найдется вектор vn+1,
не являющийся линейной комбинацией v1, . . . , vn. В этом случае система
v1, . . . , vn+1 линейно независима, и, применив к ней то же рассуждение, мы
видим, что либо она является базисом, либо можно найти вектор vn+2, не
являющийся линейной комбинацией векторов этой системы, получив боль-
шую линейной независимую систему. Так как пространство V конечно-
мерно, то (по теореме о линейной зависимости линейных комбинаций) этот
процесс обрывается на конечном шаге и последняя получающаяся линейно
независимая система обязана быть базисом.
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Сюда применимо то же рассуждение, что и в конце предыдущего пара-
графа. Теорема продолжает оставаться верной и для бесконечномерного
случая, но здесь ее доказательство перестает быть конструктивным.

dOKAZATELXSTWO DLQ OB]EGO SLU^AQ. Пусть Ω — множество всех линейно
независимых систем векторов, содержащих данную систему. Тогда супре-
мум возрастающей цепи элементов Ω снова принадлежит Ω, поэтому по
лемме Куратовского—Цорна в Ω существуют максимальные элементы.

Также и это доказательство ничего не говорит о том, как именно постро-
ить такой максимальный элемент.

Задача. Докажите, что если X ⊆ Y два подмножества в V , причем X
линейно независимо, а Y является системой образующих V , то существует
базис Z пространства V такой, что X ⊆ Z ⊆ Y .

§ 6♦. sU]ESTWOWANIE BAZISOW

Резюмируем доказанное в главе 2 и двух предшествующих параграфах.

Теорема. dLQ SISTEMY WEKTOROW v1, . . . , vn ∈ V SLEDU@]IE USLOWIQ \K-
WIWALENTNY:

(1) v1, . . . , vn — BAZIS;

(2) KAVDYJ WEKTOR v ∈ V , EDINSTWENNYM OBRAZOM PREDSTAWLQETSQ W
WIDE LINEJNOJ KOMBINACII v1, . . . , vn;

(3) v1, . . . , vn — MINIMALXNAQ POROVDA@]AQ SISTEMA;

(4) v1, . . . , vn — MAKSIMALXNAQ LINEJNO NEZAWISIMAQ SISTEMA.

Заметим теперь, что из результатов двух предыдущих пунктов сразу
вытекает, что в любом векторном пространстве над полем K существует
базис.

Теорема. w L@BOM WEKTORNOM PROSTRANSTWE V NAD POLEM K SU]ESTWU-
ET BAZIS, PRI^EM L@BYE DWA BAZISA PROSTRANSTWA V RAWNOMO]NY.

dOKAZATELXSTWO DLQ KONE^NOMERNOGO SLU^AQ. Докажем вначале существо-
вание. Так как пространство V конечномерно, в нем существует конечная
порождающая система v1, . . . , vn. Согласно пункту 6 из нее может быть
извлечен базис. можно доказать существование базисов и иначе, опираясь
на результаты пункта 7. Пустая система векторов пространства м линейно
независима и, следовательно, может быть дополнена до базиса.
Докажем теперь равномощность любых двух базисов. В самом деле,

пусть u1, . . . , um и v1, . . . , vn — два базиса векторного пространства V .
Тогда векторы u1, . . . , um являются линейными комбинациями векторов
v1, . . . , vn и по теореме о линейной зависимости линейных комбинаций, чис-
ло линейно независимых среди них не превосходит n, т.е. так как u1, . . . , um

линейно независимы, m ≤ n. Так как u1, . . . , um и v1, . . . , vn входят сюда
совершенно симметрично, по той же причине n ≤ m.
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Замечание. Теорема продолжает оставаться верной и для бесконечно-
мерного случая, но, как уже отмечалось, ее доказательство опирается на
трансфинитную индукцию и не является конструктивным. Например, из-
вестно, что в R существует базис как у векторного пространства над Q, но
ни одного такого базиса построить нельзя. В действительности, бесконеч-
номерные пространства обычно несут на себе какую-то дополнительную
структуру (топологию, метрику и т.д.) и в этом случае рассматривается
другое понятие базиса, отличающееся от рассматриваемого нами.

§ 7♦. rAZMERNOSTX WEKTORNOGO PROSTRANSTWA

Сейчас мы введем важнейший инвариант векторных пространств.

Определение. oB]AQ MO]NOSTX WSEH BAZISOW PROSTRANSTWA M NAZYWA-
ETSQ размерностью PROSTRANSTWA V NAD K I OBOZNA^AETSQ dimK(V )
ILI, ESLI POLE K FIKSIROWANO, PROSTO dim(V ).

Приведем несколько примеров.

• Размерность нулевого пространства равна 0 — его базисом является
пустое множество. Размерность прямой равна 1 — базисом является систе-
ма, состоящая из любого ненулевого вектора. Размерность плоскости равна
2 — базис состоит из двух любых неколлинеарных векторов. Размерность
трехмерного пространства (как ясно из названия) равна 3 — базисом явля-
ется любая тройка некомпланарных векторов.

• Вообще, dim(Kn) = n и dim(nK) = n.

• Комплексные числа двумерны над вещественными: dimR(C) = 2, а
кватернионы — четырехмерны dimR(H) = 4. С другой стороны, dimC(C) =
1 и dimC(H) = 2.

• Кольцо многочленов K[x], рассматриваемое как векторное простран-
ство над K, бесконечномерно. В действительности, в этом случае размер-
ность счетна, dimK(K[x]) = ℵ0.

• Кольцо многочленов Лорана K[x, x−1], рассматриваемое как вектор-
ное пространство над K, бесконечномерно. В этом случае размерность
по-прежнему счетна, dimK(K[x, x−1]) = ℵ0.

• Кольцо рациональных дробей K(x), рассматриваемое как векторное
пространство над K, бесконечномерно. В действительности, из основной
теоремы о рациональных дробях (разложение правильной дроби на простей-
шие) следует, что если K конечно, то размерность счетна, dimK(K(x)) =
ℵ0, но если K бесконечно, то dimK(K(x)) = |K|. В частности,

dimR(R(x)) = dimC(C(x)) = 2ℵ0

— почему-то большинство начинающих и даже некоторые профессиональ-
ные аналисты верят, что K(x) счетномерно!!!
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• Вещественные числа бесконечномерны над рациональными, в действи-
тельности, в этом случае размерность равна мощности континуума:

dimQ(R) = 2ℵ0 .

Вскоре мы покажем, что в действительности размерность является един-
ственным инвариантом векторного пространства с точностью до изомор-
физма, т.е. что любые два пространства одинаковой размерности изоморф-
ны.

Замечание. Результаты настоящего пункта нарушаются для колец, даже
таких просто устроенных колец, как Z. Во-первых, далеко не во всяком R-
модуле существует базис. Например, Z-модульM = Z/mZ вообще не имеет
базисов: он не равен 0, но любая непустая система векторов в нем линейно
зависима. Вообще, модуль в том и только том случае имеет базис, когда
он свободен, и теорема настоящего пункта может быть сформулирована в
следующей форме: любой модуль над полем свободен. Как мы только что
убедились, над Z существуют модули не являющиеся свободными. Размер-
ность векторного пространства— это в точности то же самое, что в пункте
1 называлось рангом свободного модуля. Из теории определителей будет
следовать, что для коммутативного кольца ранг является единственным
инвариантом свободного модуля с точностью до изоморфизма. Для неком-
мутативных колец ситуация может быть еще значительно более сложной.
В этом случае даже для свободных (левых или правых) R-модулей ранг не
определен однозначно, т.е. существуют кольца R такие, что Rm ∼= Rn для
некоторых m 6= n.
Принцип Дирихле утверждает, что отображение конечного множества в

себя в том и только случае биективно, когда оно инъективно, когда оно
сюръективно. Следующий результат представляет собой типичную иллю-
страцию этого принципа.

Теорема. pUSTX v1, . . . , vn ∈ V , GDE dim(V ) = n. tOGDA SLEDU@]IE USLO-
WIQ \KWIWALENTNY:

• v1, . . . , vn BAZIS V ,

• v1, . . . , vn POROVDA@T V ,

• v1, . . . , vn ∈ V LINEJNO NEZAWISIMY.

Так как базис подпространства линейно независим, мы получаем такое
важное следствие, известное как Dimensionsargument.

Следствие. eSLI U ≤ V I dim(V ) < ∞, TO

U = V ⇐⇒ dim(U) = dim(V ).
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§ 8♦. oTNOSITELXNYJ BAZIS, KORAZMERNOSTX

Пусть U ≤ V — подпространство правого векторного пространства над
K. Векторы va, . . . , vn ∈ V называются линейно независимыми над K
относительно U , если из того, что

v1λ1 + . . . + vnλn ∈ U

вытекает, что λ1 = . . . = λn = 0.
Говорят, что va, . . . , vn ∈ V порождают V над K относительно U ,

если
V = 〈va, . . . , vn〉+ U.

Говорят, что va, . . . , vn ∈ V образуют базис пространства V относи-
тельно U , если они линейно независимы относительно U и порождают V
относительно U .

Теорема. sLEDU@]IE USLOWIQ \KWIWALENTNY.
• v1, . . . , vn BAZIS V OTNOSITELXNO U .
• v1 + U, . . . , vn + U — BAZIS V/U .
• v1, . . . , vn KAKOGO-TO BAZISA U DO BAZISA V .
• 〈v1, . . . , vn〉 — DOPOLNENIE U W V , INYMI SLOWAMI,

V = 〈v1, . . . , vn〉 ⊕ U.

dOKAZATELXSTWO.

(v1 + U)λ1 + . . . + (vn + U)λn = (v1λ1 + . . . + vnλn) + U = U

Следующий результат является непосредственным следствием только
что доказанной теоремы, но ввиду его огромной важности мы тоже назовем
его теоремой.

Теорема. eSLI U ≤ V , TO

dim(V ) = dim(U) + dim(V/U).

dOKAZATELXSTWO. В самом деле, объединение любого базиса U и любого
базиса V относительно U является базисом V .

Пусть T — тело, U ≤ V — подпространство векторного пространства
над T . Тогда мощность базиса V относительно U — или, что то же са-
мое, размерность пространства V/U — называется коразмерностью под-
пространства U в пространстве V и обозначается codim(U, V ), или просто
codim(U), если пространство V определено контекстом.
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Следствие. dLQ L@BOGO PODPROSTRANSTWA U ≤ V IMEET MESTO RAWEN-
STWO

dim(V ) = dim(U) + codim(U, V ).

w ^ASTNOSTI, ESLI dim(V ) < ∞, TO

codim(U, V ) = dim(V )− dim(U).

Следствие. eSLI U, V ≤ W I dim(W ) < ∞, TO

W = U ⊕ V ⇐⇒ W = U + V, dim(W ) = dim(U) + dim(V ).

Задача. Если U, V ≤ W — два подпространства

i) Если codim(U,W ), codim(V, W ) < ∞, то codim(U ∩ V,W ) < ∞.
ii) Если U ≤ V ≤ W и codim(U, V ), codim(V,W ) < ∞, то codim(U,W ) <

∞. Верно ли, что

codim(U,W ) = codim(U, V ) + codim(V, W ).

Задача. Если codim(U, V ) = n, то существуют n линейно независимых
функционалов φ1, . . . , φn ∈ V ∗ таких, что

U = Ker(φ1) ∩ . . . ∩Ker(φn),

иными словами, dim U⊥ = n, где U⊥ ≤ V ∗ — ортогонал U

Задача. Пусть U, V ≤ W — подпространства векторного пространства
над T . Тогда U и V в том и только том случае имеют общее дополнение
Z, когда dim(U) = dim(V ).
Указание. Доказательство сразу сводится к случаю dim(W ) < ∞.

§ 9♦. tEOREMA O RAZMERNOSTI QDRA I OBRAZA

В настоящем параграфе мы дадим еще одну формулировку теоремы о
гомоморфизме в случае, когда R = K — поле. В элементарных учебниках
следующий результат обычно называется теоремой о размерности ядра
и образа, но профессиональные алгебраисты обычно сохраняют традици-
онное немецкое название.

Rangsatz. dLQ L@BOGO LINEJNOGO OTOBRAVENIQ φ : U −→ V IMEET MESTO
RAWENSTWO

dim(Ker(φ)) + dim(Im(φ)) = dim(U).

dOKAZATELXSTWO. В самом деле, по теореме о гомоморфизме

Im(φ) ∼= U/ Ker(φ),
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и нам остается сослаться на теорему об относительных базисах.

Опять же в наивных учебниках элементарной линейной алгебры вместо
недвусмысленной ссылки на теорему о гомоморфизме в этом месте проис-
ходит невнятное бормотание, наподобие следующего. С моей точки зрения
единственная цель подобных доказательств состоит в том, чтобы создать
искусственные трудности студенту.

iMITACIQ DOKAZATELXSTWA. Для удобства обозначений мы проведем до-
казательство в случае конечномерных пространств, хотя все рассуждения
носят общий характер и сохраняют силу для произвольных пространств.
Зафиксируем, прежде всего, какой-то базис x1, . . . , xm ядра Ker(φ) ≤ U .
Так как x1, . . . , xm линейно независимая система, ее можно дополнить до
базиса пространства U . Пусть x1, . . . , xm, xm+1, . . . , xn — получающийся
таким образом базис U . Нам достаточно показать, что φ(xm+1), . . . , φ(xn)
— базис Im(φ). В самом деле, отсюда следует, что

dim(Im(φ)) = n−m = dim(U)− dim(Ker(φ)),

как и утверждалось.
Докажем вначале, что φ(xm+1), . . . , φ(xn) порождают Im(φ). В самом

деле, для любого y ∈ Im(φ) найдется такой x ∈ U , что φ(x) = y. Разложим
x по нашему базису пространства U :

x = x1λ1 + . . . + xmλm + xm+1λm+1 + . . . + λnxn.

Применив к этому равенству φ, воспользовавшись линейностью и вспомнив,
что x1, . . . , xm лежат в ядре φ, получим

y = φ(x) = φ(xm+1)λm+1 + . . . + φ(xn)λn.

Докажем теперь, что φ(xm+1), . . . , φ(xn) линейно независимы. В самом
деле, пусть

φ(xm+1)λm+1 + . . . + φ(xn)λn = 0

какая-то линейная зависимость между ними. Положим

x = xm+1λm+1 + . . . + xnλn ∈ U.

По условию φ(x) = 0, так что x ∈ Ker(φ) и, следовательно, x можно раз-
ложить по x1, . . . , xm, составляющим базис ядра, т. е. существуют такие
λ1, . . . , λm ∈ K, что

x1λ1 + . . . + xmλm = xm+1λm+1 + . . . + xnλn.

Однако так как x1, . . . , xn линейно независимы, это означает, что

λ1 = . . . = λm = λm+1 = . . . = λn = 0.

что и завершает доказательство теоремы.
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§ 10♦. tEOREMA O RAZMERNOSTI SUMMY I PERESE^ENIQ

Сейчас мы установим один из важнейших фактов линейной алгебры над
полем, являющийся обобщением принципа включения и исключения и еще
одной формой теоремы Нетер об изоморфизме. Пусть U, V два подпро-
странства векторного пространства W . Теорема Нетер утверждает, что
(U + V )/V ∼= U/(U ∩ V ). В частности,

dim((U + V )/V ) = dim(U/(U ∩ V )).

Но ведь если Y ≤ X есть подпространство конечномерного пространства
X, то

dim(X/Y ) = codim(X,Y ) = dim(X)− dim(Y ).

Таким образом, если пространства U, V оба конечномерны, то и U +V тоже
конечномерно и, следовательно,

dim(U + V )− dim(V ) = dim(U)− dim(U ∩ V ).

Разумеется, для бесконечных размерностей вычитание не имеет большого
смысла, но после незначительного исправления формулировки этот факт
продолжает оставаться верным и в общем случае. Как видно из дока-
зательства, следующий результат является частным случаем Rangsatz =
теоремы о размерности ядра и образа.

Теорема. pUSTX U, V ≤ W — DWA PODPROSTRANSTWA WEKTORNOGO PRO-
STRANSTWA W . tOGDA

dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) = dim(U) + dim(V )

dOKAZATELXSTWO. В первой главе мы построили точную последователь-
ность линейных отображений

0 −→ U ∩ V −→ U ⊕ V −→ U + V −→ 0.

Как мы знаем из предыдущего параграфа, отсюда следует, что

dim(U + V ) + dim(U ∩ V ) = dim(U ⊕ V ),

как и утверждалось.

Для сравнения приведем доказательство этого факта, записанное в том
стиле, как это принято в элементарных учебниках наивной линейной ал-
гебры. Тот факт, что относительный базис V над U ∩ V одновременно
является относительным базисом U +V над U озвучивается примерно так.

iMITACIQ DOKAZATELXSTWA. Для удобства обозначений мы проведем до-
казательство в случае конечномерных пространств, хотя все рассуждения
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носят общий характер и сохраняют силу для произвольных пространств.
Пусть w1, . . . , wl — какой-то базис пространства W . Так как векторы
w1, . . . , wl линейно независимы, то их можно дополнить до базиса про-
странств U и V . Пусть u1, . . . , um и v1, . . . , vn — дополнения w1, . . . , wl

до базисов пространств U и V , соответственно. Мы утверждаем, что

X = (w1, . . . , wl, u1, . . . , um, v1, . . . , vn)

представляет собой базис пространства U+V . В этом случае (l+m+n)+l =
(l + m) + (l + n), как и утверждалось.
В самом деле, так как U, V ≤ 〈X〉, то U + V ≤ 〈X〉, так что X дей-

ствительно порождает U + V и нам остается только доказать линейную
независимость. Рассмотрим линейную зависимость

w1α1 + . . . + wlαl + u1β1 + . . . + umbm + v1γ1 + . . . + vnγn = 0,

где α1, . . . , αl, β1, . . . , βm, γ1, . . . , γn ∈ K. Мы хотим показать, что эта ли-
нейная зависимость тривиальна. Перенося все слагаемые γivi в правую
часть мы получаем равенство

z = w1α1 + . . . + wlαl + u1β1 + . . . + umβm = −v1γ1 − . . .− vnγn,

где все слагаемые в левой части принадлежат U , а все слагаемые в пра-
вой части принадлежат V . Тем самым z ∈ U ∩ V и, значит, может быть
разложен по базису w1, . . . , wl этого пространства. В силу линейной неза-
висимости w1, . . . , wl, u1, . . . , um получаем z = w1α1 + . . .+wlαl или, что то
же самое β1 = . . . = βm = 0. Таким образом, наша линейная зависимость
свелась к

w1α1 + . . . + wlαl + v1γ1 + . . . + vnγn = 0,

но ведь векторы w1, . . . , wl, v1, . . . , vn тоже линейно независимы, так что
α1 = . . . = αl = γ1 = . . . = γn = 0, как и утверждалось.

Следствие. eSLI U, V ≤ W , TO

dim(U ∩ V ) ≥ dim(U) + dim(V )− dim(W ).

Задача. Докажите, что если U, V два подпространства конечной кораз-
мерности в W , то U ∩ V тоже имеет конечную коразмерность и

codim(W,U + V ) + codim(W,U ∩ V ) = codim(W,U) + codim(W,V ).

Как Вы думаете, продолжает ли это равенство оставаться справедливым
для подпространств бесконечной коразмерности?
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§ 11♥. wEKTORNYE PROSTRANSTWA NAD Fp
Сейчас мы убедимся в том, что векторное пространство над Fp это то же

самое, что элементарная абелева p-группа, т.е. абелева группа, каждый
элемент которой x 6= e имеет порядок p.

Теорема. kATEGORIQ WEKTORNYH PROSTRANSTW NAD Fp SOWPADAET S KATE-
GORIEJ \LEMENTARNYH ABELEWYH p-GRUPP.

В переводе на общечеловеческий язык, эта теорема утверждает W TO^-
NOSTI две следующие вещи.

1) Подлежащая группа Fp-векторного пространства является элементар-
ной абелевой p-группой и, обратно, на любой элементарной абелевой p-
группе A существует единственная структура Fp-векторного пространства.

2) Для любых двух элементарных абелевых p-групп

Hom(A,B) = HomFp(A,B).

dOKAZATELXSTWO. 1) Если A — векторное пространство над Fp, то для лю-
бого x ∈ A имеем px = 0. Обратно, если A — элементарная абелева p-
группа, то pZ лежит в ядре канонического гомоморфизма Z −→ EndZ(A).
Таким образом, мы получаем гомоморфизм Fp = Z/pZ −→ EndZ(A). Так
как для любого простого p может существовать не более одного такого го-
моморфизма, это полностью определяет структуру Fp-векторного простран-
ства на A.

2) По определению правая часть содержится в левой. Для доказательства
обратного включения нужно вспомнить, что Hom(A,B) = HomZ(A,B).

Эта теорема показывает, что к элементарным абелевым p-группам мож-
но применять все результаты линейной алгебры над полем!

§ 12♥. wEKTORNYE PROSTRANSTWA NAD Q

Абелева группа A называется

• группой без кручения, если все гомотетии θn: A −→ A, x 7→ nx, где
n ∈ Z, IN_EKTIWNY,

• делимой, если они S@R_EKTIWNY,

• однозначно делимой, если они BIEKTIWNY.

Иными словами, в группе без кручения можно сокращать на ненулевые
целые числа: если nx = ny, то n(x − y) = 0 и, если n 6= 0, то x − y = 0
или, что то же самое, x = y. В делимой группе для любого x ∈ A и любого
n ∈ Z• существует y ∈ A такое, что ny = x. По определению однозначно
делимая группа— это делимая группа без кручения. В однозначно делимой
группе для каждых таких x, n существует ровно один y такой, что ny = x.
Еще раз убедимся в этом: если ny = nz = x для двух элементов y, z ∈ A,
то, так как A без кручения, то y = z.
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Теорема. kATEGORIQ WEKTORNYH PROSTRANSTW NAD Q SOWPADAET S KATE-
GORIEJ ODNOZNA^NO DELIMYH ABELEWYH GRUPP.

Как мы уже знаем из предыдущего параграфа, эта теорема утверждает
W TO^NOSTI две следующие вещи.

1) Подлежащая группа Q-векторного пространства является однознач-
но делимой абелевой группой и, обратно, на любой однозначно делимой
абелевой группе A существует единственная структура Q-векторного про-
странства.

2) Для любых двух однозначно делимых абелевых групп

Hom(A, B) = HomQ(A,B).

dOKAZATELXSTWO. 1) Если A — векторное пространство над Q, то гомоте-
тия x 7→ nx, n ∈ Z•, биективна на A. Обратно, пусть A — однозначно
делимая абелева группа. Так как для A = 0 утверждение очевидно, в даль-
нейшем мы сичтаем, что A 6= 0. По условию умножения на n, n ∈ Z•, яв-
ляются обратимыми элементами кольца EndZ(A). Ясно, что гомоморфизм
Z −→ EndZ(A), сопоставляющий n ∈ Z соответствующую гомотетию θn,
инъективен. (В самом деле, если mx = nx для всех x ∈ A, то (m− n)x = 0;
для A 6= 0 предположение m 6= n противоречило бы отсутствию кручения в
A.) Таким образом, Z• ⊆ AutZ(A) и, значит, гомоморфизм Z −→ EndZ(A)
продолжается до гомоморфизма Q −→ EndZ(A), m/n 7→ θmθ−1

n . Так как су-
ществует не более одного такого гомоморфизма, это полностью определяет
структуру Q-векторного пространства на A.

2) По определению правая часть содержится в левой. Обратно, пусть
φ : A −→ B гомоморфизм групп, т.е. Z-линейное отображение. Мы хотим
показать, что φ будет Q-линейным. Пусть x ∈ A, m/n ∈ Q. Так как
nf(m/n · x) = f(mx) = mf(x) = (n ·m/n)f(x) = n(m/n · f(x)) и группа B
однозначно делима, то f(m/n · x) = m/n · f(x).

Эта теорема показывает, что к однозначно делимым абелевым группам
можно применять все результаты линейной алгебры над полем! Так как
все векторные пространства данной бесконечной размерности изоморфны,
то теория однозначно делимых абелевых групп категорична в несчетных
мощностях. Например, все однозначно делимые абелевы группы мощности
континуум изоморфны. Этот общий принцип можно проиллюстрировать
например, так.

Следствие. wSE ADDITIWNYE GRUPPY Rn I Cn PRI n ≥ 1 IZOMORFNY MEVDU
SOBOJ.

Любая делимая абелева группа есть прямая сумма группы кручения и
бесконечно делимой группы. Например, мультипликативная группа ком-
плексных чисел C∗ и группа углов

T = {z ∈ C∗ | |z| = 1},
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состоящая из комплексных чисел модуля 1, имеют одну и ту же счетную
группу кручения, состояющую из всех корней из 1. Тем самым, фактор-
группа по подгруппе кручения и в том и в другом случае имеет мощность
континуум. Это значит, что мы получаем такую еще более SPEKTAKULQRNU@
иллюстрацию нашей основной теоремы.

Следствие. iMEET MESTO IZOMORFIZM MULXTIPLIKATIWNYH GRUPP

C∗ ∼= T.

Я уверен, что не только студенты, но и большинство математиков-неспе-
циалистов не подозревают о существовании этого изоморфизма. Разумеет-
ся, такой изоморфизм не может быть непрерывным относительно обычной
вещественной/комплексной топологии.

§ 13♥. mNOGO^LENY gAUSSA

Сколько имеется базисов в n-мерном пространстве над полем из q элемен-
тов, сколько там m-мерных подпространств и т.д.? В следующем парагра-
фе мы ответим на все подобные вопросы. Для этого мы сейчас введем очень
широкое обобщение биномиальных коэффициентов — многочлены Гаусса.

Определение. Многочленом Гаусса NAZYWAETSQ

( n

m

)
x

=
(xn − 1) . . . (xn−m+1 − 1)

(xm − 1) . . . (x− 1)

.

Так как все многочлены в числителе и знаменателе нормированные, то( n

m

)
q

— нормированный многочлен с целыми коэффициентами степени

m(n−m) по q. Из определения очевидно, что
(n

n

)
x

= 1,
( n

m

)
x

=
( n

n−m

)
x
.

Обычно дополнительно полагают

( n

m

)
x

= 0, n ∈ N0, m < 0 или m > n.

Задача. Проверьте, что гауссовы коэффициенты удовлетворяют следую-
щим треугольным рекуррентным соотношениям:

( n

m

)
x

=
( n− 1

m− 1

)
x

+ xm
(n− 1

m

)
x

= xn−m
( n− 1

m− 1

)
x

+
(n− 1

m

)
x
.

В случае x = 1 эти соотношения подозрительно напоминают треугольное
рекуррентное соотношение между биномиальными коэффициентами.
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Задача. Убедитесь, что ( n

m

)
1

=
(

n

m

)

Решение. Проще всего посчитать значение
( n

m

)
x
в 1 по правилу л’Опи-

таля. Взяв m раз производные числителя и знаменателя в определении
гауссова многочлена, и подставив в них 1, мы как раз и получим биноми-
альный коэффициент.

Часто удобно восстановить симметрию между m и n−m в определении
гауссова коэффициента. А именно, введем следующий многочлен от x

Ψn(x) = (xn − 1)(xn−1 − 1) . . . (x− 1),

являющийся q-аналогом факториала. Тогда очевидно, что

( n

m

)
x

=
Ψn(x)

Ψm(x)Ψn−m(x)
.

Следующая теорема описывает разложение гауссовых многочленов на
неприводимые. Оказывается, их неприводимыми множителями являются
POPARNO RAZLI^NYE круговые многочлены Φl.

Теорема. rAZLOVENIE MNOGO^LENOW gAUSSA NA NEPRIWODIMYE W Z[x] IMEET
WID ( n

m

)
x

=
n∏

l=1

Φe(l)
l ,

GDE

e(l) =
⌊n

d

⌋
−

⌊m

d

⌋
−

⌊
n−m

d

⌋

Замечание. Ясно, что всегда e(l) = 0 или 1. При этом e(l) = 1 в том
и только том случае, когда сумма наименьших неотрицательных остатков
при делении m и n −m на l будет ≥ l. В частности, так как остаток при
делении любого целого на 1 равен 0, то Φ1 = x − 1 в разложение

( n

m

)
x

не входит, так что эффективно произведение в теореме начинается с l = 2.
Многочлен же Φ2 = x + 1 входит в разложение

( n

m

)
x
когда n четное, а m

нечетное.

Следствие. pRI WSEH 0 ≤ m ≤ n MNOGO^LEN gAUSSA
( n

m

)
x

QWLQETSQ WOZ-
WRATNYM.

dOKAZATELXSTWO. Все круговые многочлены, кроме Φ1, являются возврат-
ными, а Φ1 в

( n

m

)
x
не входит. Осталось заметить — вспомнить? — что

произведение возвратных многочленов тоже возвратный многочлен.
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§ 14♥. lINEJNAQ ALGEBRA NAD KONE^NYM POLEM

А теперь то, ради чего, собственно, и вводились гауссовы многочлены.
Пусть V = Fqn — n-мерное векторное пространство над полем Fq из q
элементов. Сейчас мы найдем количество базисов V , количество m-мерных
подпространств в V и тому подобные вещи. Они выражаются в терминах
значений

( n

m

)
q
гауссовых многочленов в q.

Теорема. kOLI^ESTWO SISTEM m [TUK LINEJNO NEZAWISIMYH WEKTOROW W
n-MERNOM PROSTRANSTWE NAD POLEM IZ q \LEMENTOW RAWNO

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2) . . . (qn − qm−1) = qm(m−1)/2 Ψn(q)
Ψn−m(q)

.

dOKAZATELXSTWO. Всего в n-мерном пространстве над полем из q элементов
имеется qn штук векторов. Проведем следующее итеративное рассуждение.
• В качестве первого вектора линейно независимой системы может фи-

гурировать любой NENULEWOJ вектор, значит для первого вектора имеется
qn − 1 возможность.
• В качестве второго вектора линейно независимой системы может фигу-

рировать любой вектор LINEJNO NEZAWISIMYJ от первого. Кратные одного
ненулевого вектора образуют PRQMU@, на которой q точек, значит для вто-
рого вектора имеется qn − q возможностей.
• В качестве третьего вектора линейно независимой системы может фи-

гурировать любой вектор LINEJNO NEZAWISIMYJ от первого и второго. Ли-
нейные комбинации двух линейно независимых векторов образуют PLOS-
KOSTX, на которой q2 точек, значит для третьего вектора имеется qn − q2

возможностей.
Продолжая действовать таким образом мы дойдем до следующей ситуации.
• В качестве m-го вектора линейно независимой системы может фигу-

рировать любой вектор LINEJNO NEZAWISIMYJ от предыдущих m− 1 векто-
ров. Линейные комбинации m− 1 линейно независимого вектора образуют
(m−1)-мерное пространство, на котором qm−1 точек, значит для последнего
вектора имеется qn − qm−1 возможностей.
Остается применить правило произведения

Следствие 1. kOLI^ESTWO BAZISOW W n-MERNOM PROSTRANSTWE NAD POLEM
IZ q \LEMENTOW RAWNO

(qn − 1)(qn − q)(qn − q2) . . . (qn − qn−1) = qn(n−1)/2Ψn(q).

Обратите внимание, что базисов в n-мерном пространстве столько же,
сколько обратимых матриц степени n. Таким образом, только что при-
веденнная формула есть в действительности формула для порядка полной
линейной группы GL(n,Fq).
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Следствие 2. kOLI^ESTWO m-MERNYH PODPROSTRANSTW W n-MERNOM PRO-
STRANSTWE NAD POLEM IZ q \LEMENTOW RAWNO

( n

m

)
q

dOKAZATELXSTWO. Каждая линейно независимая система из m штук векто-
ров порождаетm-мерное подпротсранство и является в нем базисом. Таким
образом, в теореме мы вычислили OB]EE количество базисов всехm-мерных
подпространств в n-мерном пространстве. Остается лишь разделить его на
количество базисов DANNOGO m-мерного пространства.

Отступление. Это следствие подчеркивает аналогию между множества-
ми и векторными пространствами. Сравнение с известной формулой для
колдичества m-элементных подмножеств n-элементного множества пока-
зывает, что на множества следует смотреть просто как на векторные про-
странства над полем из 1 элемента. При этом размерность такого про-
странства равна его мощности, а базис состоит из всех элементов. Такая
точка зрения чрезвычайно плодотворна для комбинаторики, так как рас-
смотрение векторных пространств над произвольным конечным полем Fq
с последующей специализацией q = 1 обычно значительно проще, чем рас-
смотрение случая q = 1 самого по себе: многочлены проще, чем целые
числа, потому что в них больше структуры.
Задача. Сколько m-мерных подпространств n-мерного векторного про-
странства над полем из q элементов имеют нулевое пересечение с фиксиро-
ванным l-мерным подпространством?
Задача. Разложим n-мерное пространство V над полем из q элементов
в прямую сумму l-мерного подспространства U и (n − l)-мерного подпро-
странства W . Сколько m-мерных подпространств в V имеют нулевое пе-
ресечение как с U , так и с W?
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gLAWA 4. linejnaq algebra w
sodervatelxnyh primerah

В деревне бог живет не по углам,

Как думают насмешники, а всюду.

Иосиф Бродский, oSTANOWKA W PUSTYNE

Смысл математического понятия далеко не содержится в его фор-
мальном определении. Не меньше — скорее больше — дает набор
основных примеров, являющихся для математика одновременно и
MOTIWIROWKOJ, и SODERVATELXNYM OPREDELENIEM, и SMYSLOM понятия.

Игорь Шафаревич, [Sha]

Pozycja analizy w matematice jest szczególna: zupeÃlnie inna niż algeb-
ry, teorii liczb, teorii mnogości . . . Nie jest dyscyplina̧ samodzielna̧:
oparta jest na topologii i algebrze. — Анализ занимает в математи-
ке совершенно особое положение. В отличие от алгебры, теории
чисел или теории множеств, он не является самостоятельной дис-
циплиной, а целиком базируется на топологии и алгебре.

Krzysztof Maurin, Analiza, I. Elementy

В настоящей главе мы приведем несколько классических примеров моду-
лей и векторных пространств, возникающих в элементарной математике,
главным образом, в анализе. Разумеется, в классическом анализе линейная
алгебра живет не по углам, поэтому в настоящей главе мы не стремимся к
систематичности, а ограничиваемся несколькими очевидными примерами,
которые должны настроить сознание студента на поиск изученных нами
понятий и явлений в самых простых и классических ситуациях.

§ 1♥. pROSTRANSTWA POSLEDOWATELXNOSTEJ

Все рассмотренные в книге III кольца последовательностей содержат кон-
станты и, таким образом, в частности, как сами эти кольца, так и идеалы
в них являются векторными пространствами над K. В частности, в книге
III нам уже встречались:
• S(R) — пространство всех последовательностей;
• Sb(R) — пространство всех OGRANI^ENNYH последовательностей;
• SS(R) — пространство всех SHODQ]IHSQ последовательностей;
• Sv(R) — пространство всех IS^EZA@]IH последовательностей (иными

словами, последовательностей, сходящихся к 0);
• So(R) — пространство всех FINITNYH последовательностей (все члены

которых начиная с некоторого места равны 0);
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• Ss(R) — пространство всех STABILXNYH последовательностей (в кото-
рых все члены, кроме конечного их числа, равны одному и тому же c ∈ R).
Упражнение. Перечислите все включения между этими пространствами.
Наряду с этими подпространствами, которые в действительности явля-

ются подкольцами, в анализе рассматриваются и такие классы последова-
тельностей, которые не являются кольцами относительно операции умно-
жения функций, но, тем не менее, образуют векторные пространства.
Рассмотрим множество lp, состоящее из всех последовательностей x =

(xi), i ∈ N, для которых ряд
∑
i∈N

|xi|p сходится.

Np(x) =
( ∑

i∈N
|xi|p

)1/p

.

Одно из важнейших неравенств анализа, неравенство Минковского, ут-
верждает, что

Np(x + y) ≤ Np(x) + Np(y).

Таким образом, если Np(x), Np(y) < ∞, то Np(x+ y) < ∞. так что из нера-
венства Минковского вытекает, что lp является векторным пространством.
Вот три классических примера пространств lp.
• Пространство l1 состоит из ABSOL@TNO сходящихся последовательно-

стей.
• Пространство l2 состоит из последовательностей x = (xi), для которых∑

i∈N
|xi|2 < ∞

• Пространство l∞ совпадает с пространством Sb(R) ограниченных по-
следовательностей.

§ 2♥. pROSTRANSTWA FUNKCIJ: OB]IE MESTA

Начнем с самой общей ситуации, которую мы уже упоминали в главе
1. Пусть X — произвольное множество, а R — коммутативное кольцо.
Рассмотрим множество функций RX = Map(X, R). Как мы уже знаем,
относительно обычного сложения функций и операции умножения функции
на константу:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x).

В дальнейшем, говоря о пространствах функций, мы имеем в виду под-
пространства в V . В следующем параграфе мы приведем несколько наибо-
лее известных примеров таких подпространств.
• Прямые суммы. Разложению X = X1 t . . . t Xn множества X в

дизъюнктное объединение отвечает разложение пространства функций на
нем в прямую сумму

RX1t...tXn ∼= RX1 ⊕ . . .⊕RXn .



МОДУЛИ И ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 93

Изоморфизм между этими пространствами устанавливается посредством

f 7→ (f |X1 , . . . , f |Xn
).

В частности, если множество X = {x1, . . . , xn} конечно, описанная кон-
струкция устанавливает изоморфизм RX −→ Rn = R ⊕ . . . ⊕ R, f 7→
(f(x1), . . . , f(xn)).
•Фактор-пространства. Каждому подмножеству Y ⊆ X соответству-

ет подпространство I(Y ) ≤ RX , состоящее из функций обращающихся в 0
на Y :

I(Y ) = {f ∈ RX | ∀y ∈ Y, f(y) = 0}.
В этом случае фактор-пространство RX/I(Y ) естественно отождествляется
с пространством RY . Мы не развиваем здесь эту тему, но многие простран-
ства классического анализа как фактор-пространства пространства RV .
• Тензорные произведения. В части 5 мы рассматриваем еще од-

ну важнейшую конструкцию над векторными пространствами, тензорные
произведения. В случае, когда хотя бы одно из множеств X или Y KONE^NO,
имеет место изоморфизм RX×Y = RX ⊗RY .

§ 3♥. pROSTRANSTWA FUNKCIJ: PRIMERY

В настоящей главе мы опишем некоторые простейшие примеры встре-
чающихся в анализе пространств функций.
1. Простейшие примеры. Все рассмотренные нами в книге III кольца
вещественных функций содержат константы и, таким образом, в частности,
как сами эти кольца, так и идеалы в них являются векторными простран-
ствами над R. Мы не будем повторять здесь все эти примеры, а ограничим-
ся лишь примерами, связанными с кольцом непрерывных функций. Чаще
всего возникает случай, когдаX — локально компактное хаусдорфово топо-
логическое пространство, дииференцируемое многообразие или что-нибудь
в таком духе. Начинающий должен представлять себе, что речь здесь идет
об X = R,Rn, [0, 1] или Z. Тогда следующие множества являются вектор-
ными пространствами над R.
• Множество A(I) функций, имеющих предел в каждой точке I.
• Множество B(I) ограниченных функций на I.
• Множество C(I) непрерывных функций на I.
• Множество BC(I) = B(I)∩C(I) непрерывных ограниченных функций.
• Множество

Cc(X) = {f ∈ C(X) | Supp(f) компактен}.

непрерывных функций с компактным носителем.
• Множество C0(X) непрерывных функций, обращающихся в 0 на беско-

нечности.
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• Множество Сm(I) m раз непрерывно дифференцируемых функций на
I.
• Множество С∞(I) бесконечно дифференцируемых функций на I.
• Множество Сω(I) аналитических функций на I.
• Множество V (0, 1) функций ограниченной вариации на I = [0, 1], см.,

например11.
В действительности все эти классы функций замкнуты относительно обыч-
ного умножения функций и, тем самым, образуют R-алгебры. С другой
стороны, многие рассматриваемых в анализе классы функций не являются
кольцами относительно операции умножения функций, но, тем не менее,
образуют векторные пространства.
2. Классы функций, не являющихся векторными пространствами.
Многие основные рассматриваемые в анализе классы функций являются
векторными пространствами. Однако довольно часто встречаются и такие
классы функций, которые векторных пространств не образуют, так как
сумма двух функций из этих классов— или произведение таких функций на
OTRICATELXNOE вещественное число — не попадают в этот класс. Таковы,
например, классы
• монотонных функций на интервале [a, b];
• выпуклых функций на интервале [a, b];
• полунепрерывных12 функций на интервале [a, b];
• WSEH периодических функций на R— функции FIKSIROWANNOGO периода

образуют пространство и даже R-алгебру! Мы вернемся к обсуждению
этого примера в § ?.
• функций на интервале [a, b], квадрат которых интегрируем по Риману13

(или по Лебегу14);
3. Пространство решений линейного однородного дифференци-
ального уравнения. Рассмотрим линейных дифференциальный опера-

тор D ∈ R
[
d

dx

]
с постоянными коэффициентами. Тогда множество функ-

ций f , являющихся решениями однородного дифференциального уравнения
Df = 0 всегда образует векторное пространство, но очень редко является
кольцом. В действительности, это верно для уравнений с произвольными
гладкими (но не обязательно постоянными) коэффициентами:

dnf

dnx
+ gn−1(t)

dn−1f

dn−1x
+ . . . + g1

df

dx
+ g0 = 0,

где g0, . . . , gn−1 суть фиксированные гладкие функции.

11У.Рудин, Основы математического анализа. 2-е изд., М., Мир, 1976, 319с. теорема
6.24.

12Б.Гелбаум, Дж. Олмстед, Контр-примеры в анализе. — М., Мир, 1967, с. 1—251;
стр.220—221.

13Б.Гелбаум, Дж.Олмстед, ibid., стр.222.
14Б.Гелбаум, Дж.Олмстед, ibid., стр.222–223.
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§ 4♥. mODULI NAD KOLXCAMI FUNKCIJ

В этом параграфе мы объясним почему даже с точки зрения приложе-
ний в дисциплинах аналитического цикла при изучении линейной алгебры
совершенно неестественно ограничиваться рассмотрением векторных про-
странств. Дело в том, что CENTRALXNU@ роль в анализе, геометрии и всех
опирающихся на них областях математики играют геометрические объ-
екты на (дифференцируемом, гладком, аналитическом, комплексном или
алгебраическом) многообразии X. В отличие от локальных понятий, та-
ких как касательный или кокасательный вектор, геометрические объекты,
такие как векторные и тензорные поля, дифференциальные формы, и т.д.
меняются от точки к точке. Множество всех касательных векторов в точ-
ке — касательное пространство — является векторным пространством, в
классическом случае пространством над R или над C. Множество всех
векторных полей — касательное расслоение — и вообще множество всех
геометрических объектов любого фиксированного типа тоже является век-
торным пространством над R или над C. Тем не менее, во всех этих слу-
чаях гораздо естественнее рассматривать эти множества не как векторные
пространства, а как модули над соответствующим кольцом функций.
Вот самая общая (и поэтому самая простая) версия этой конструкции.

Пусть X — произвольное множество, K — поле, а V — векторное про-
странство надK. Как мы знаем, тогда множество R = KX всех K-значных
функций на X образует кольцо относительно обычных сложения и умноже-
ния функций. Рассмотрим теперь множество M = V X всех отображений
X −→ V (как сказали бы аналисты, ‘векторно-значных функций на V ’).
Определим операции на M следующим образом. Для любых φ, ψ ∈ M ,
f ∈ R положим

(φ + ψ)(x) = φ(x) + ψ(x), (fφ)(x) = f(x)φ(x).

Легко видеть, что эти операции превращают M в R-модуль.
Отступление. В алгебраической геометрии после Гротендика рассматривается еще
гораздо более общая конструкция, в которой само поле K тоже зависит от точки x ∈
X. Иными словами, для каждой точки x ∈ X рассматривается поле Kx. Обозначим
через R множество функций f : X −→ S

Kx таких, что f(x) ∈ Kx для каждого x ∈
X. Относительно обычных операций над функциями R образует кольцо изоморфное
прямому произведению полей Kx, x ∈ X. Зафиксируем теперь для каждого x ∈ X
векторное пространство Vx над Kx и рассмотрим множество M функций f : X −→S

Vx таких, что f(x) ∈ Vx для каждого x ∈ X. Теперь уже M не является векторным
пространством (над чем?) Тем не менее, M , конечно, по-прежнему продолжает быть
R-модулем.

Вот несколько примеров применения этой конструкции.

• Векторные поля на многообразии образуют модуль над кольцом функ-
ций.

• Дифференциальные формы заданной размерности на многообразии об-
разуют модуль над кольцом функций.
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• Вообще, тензорные поля L@BOGO данного типа, удовлетворяющие лю-
бому условию симметрии, образуют модуль над кольцом функций на мно-
гообразии.
А вот пример несколько другого рода.
• Меры на многоообразии X являются модулем над кольцом функций на

нем.

§ 5♥. mODULI NAD KOLXCOM MNOGO^LENOW

Пусть R = K[x] — кольцо многочленов от одной переменной над полем
K. Что такое модуль над кольцом R? Сужая скаляры вдоль вложения
K ↪→ K[x] мы видим, что каждый такой модуль является векторным про-
странством над K. С другой стороны, так как действие x на V коммути-
рует с константами, то гомотетия φ = θx : V −→ V , u 7→ xu, представляет
собой K-линейный оператор φ ∈ EndK(V ). Таким образом, умножение на
x можно рассматривать как линейный оператор на векторном простран-
стве V . Обратно, в силу универсального свойства кольца многочленов для
любого такого линейного оператора φ ∈ EndK(V ) существует единствен-
ный гомоморфизм K-алгебр K[x] −→ EndK(V ), отображающий x в φ. В
этом случае xm перейдет в φm — напомним, что умножением в EndK(V )
является композиция и φ0 = idV . Кроме того, так как это гомоморфизм
K-алгебр, то любая линейная комбинация степеней xm с коэффициентами
из K перейдет в линейную комбинацию φm с теми же коэффициентами.
Резюмируя только что сказанное, мы можем констатировать, что
• K[x]-модуль это в точности векторное пространство V над K вместе с

заданным на нем K-эндоморфизмом φ.
В дальнейшем мы будем обычно задавать K[x]-модуль как пару (V, φ).
Тем самым, изучение линейных операторов в векторных пространствах

над полями эквивалентно изучению K[x]-модулей. В части 3 для KONE^NO-
MERNYH пространств мы будем широко пользоваться этим соответствием
как в ту, так и в другую сторону. Спектральная теория операторов в бес-
конечномерных пространствах в общем случае штука довольно сложная.
Обобщается ли это соответствие на случай нескольких операторов? Да,

если помнить, что в кольце K[x, y] многочленов от коммутирующих пере-
менных x, y выполняется равенство xy = yx, а для операторов это равенство
нужно отдельно постулировать.
•Модуль надK[x, y] это векторное пространство V надK вместе с парой

коммутирующих операторов φ, ψ.
• Модуль над K〈x, y〉 это векторное пространство V над K вместе с

парой операторов φ, ψ.

§ 6♥. mODULI NAD KOLXCOM DIFFERENCIALXNYH OPERATOROW

Рассмотрим кольцо линейных дифференциальных операторов с постоян-

ными коэффициентами K
[d

dx1
, . . . ,

d

dxn

]
. Оно действует в пространстве
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функций — полиномиальных, экспоненциальных многочленов, бесконечно
дифференцируемых, финитных, ... Резюмируем некоторые важнейшие при-

меры модулей над кольцом K
[d

dx

]
, разумеется, все они обощаются на слу-

чай произвольного числа переменных. Во всех этих примерах
d

dx
действует

как дифференцирование,
d

dx
f = f ′, где f ′ есть производная f . Как извест-

но, в случае многочленов, рациональных функций и формальных степенных
рядов производная определена над произвольным полем K. Для остальных
случаев можно считать, что K = R или C. Вот некоторые важнейшие

примеры K
[d

dx

]
-модулей.

• Кольцо многочленов K[x].

• Поле рациональных дробей K[x].

• Кольцо формальных степенных рядов K[[x]].

• Поле формальных рядов Лорана K((x)).

• Кольцо ExpoR экспоненциальных многочленов.

• Кольцо C∞(R) бесконечно дифференцируемых функций.

Можно было бы привести многие десятки дальнейших примеров такого
рода.
К обобщению первого из приведенных выше примеров на случай несколь-

ких переменных мы будем постоянно обращаться в иллюстративных целях
в дальнейшем.

• Кольцо A = K[x1, . . . , xn] многочленов от n переменных, рассматри-
ваемое как модуль над кольцом линейных дифференциальных операторов

с постоянными коэффициентами R = K
[∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

]
. А именно, мы по-

лагаем D · f = Df

Хотя кольцо A и R изоморфны, структура A как модуля над собой и
структура A как модуля над R абсолютно различны. Например, AA —
модуль без кручения, в то время как RA — модуль кручения. Модуль AA
— циклический модуль, порожденный элементом 1, в то время как RA не
является даже конечно порожденным.
Подлинное чудо операционного исчисления состоит в том, что преоб-

разование Фурье или преобразование Лапласа устанавливают изоморфизм
между модулями, на одном из которыхK[x1, . . . , xn] действует посредством
умножения, а на втором — посредством дифференцирования.

§ 7♠. pROSTRANSTWO, POROVDENNOE
SDWIGAMI I RASTQVENIQMI FUNKCII

В этом параграфе мы дадим совсем простую характеризацию многочленов и экспо-
ненциальных многочленов в терминах линейной алгебры.
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1. Сдвиги и растяжения. Напомним, что группа R+ действует на пространствах
функций R −→ R и CR посредством сдвигов. А именно, для a ∈ R и f ∈ CR обозначим
через Taf функцию, определенную равенством Taf(x) = f(x − a). Про эту функцию
говорят, что она получается из f сдвигом на a (sic!) При этом Ta+b = TaTb и T0 = id,
так что это и в самом деле групповое действие.
Аналогично, группа R∗ действует на пространстве функций R −→ C посредством

растяжений. А именно, для a ∈ R∗ и f ∈ CR обозначим через Haf функцию, опреде-
ленную равенством Haf(x) = f(a−1x). Про эту функцию говорят, что она получается
из f растяжением в a раз (sic!) При этом Hab = HaHb и H1 = id, так что это тоже
групповое действие.

Предостережение. Сдвиги и растяжения функций получаются из трансляций и гомо-
тетий аргументов (отсюда обозначения T и H). Но действие на функциях контравари-
антно по отношению действию на аргументах! Когда мы сдвигаем аргумент функции
на a вправо, график функции сдвигается на a влево. Когда мы растягиваем аргумент
функции в a раз, график функции сжимается в a раз. Поэтому путать трансляции и
сдвиги совершенно недопустимо!

2. Характеризация экспоненциальных многочленов. Пусть f ∈ RR. Обозначим
через Shift(f) подпространство, порожденное всеми сдвигами функции f :

Shift(f) = 〈Taf, a ∈ R〉.

Естественно возникает вопрос, когда это пространство конечномерно? Легко привести
два примера функций, для которых Shift(f) конечномерно.

Задача. Докажите, что если f — полиномиальная функция степени n, то Shift(f) сов-
падает с пространством всех полиномиальных функций степени ≤ n.

Задача. Докажите, что для любого λ ∈ C экспоненциальная функция f : e 7→ eλxx

является собственной функцией всех сдвигов, т.е. Taf = µf для подходящего µ ∈ C.
Иными словами, пространство Shift(f) одномерно.

Задача. Докажите, что функции, для которых Shift(f) конечномерно, образуют C-
алгебру.

Иными словами, утверждается, что если пространства Shift(f) и Shift(g) конечномер-
ны, то пространства Shift(f + g), Shift(fg) и Shift(µf), µ ∈ C, тоже конечномерны.

Из этиъ задач вытекает, что для любого экспоненциального многочлена f простран-
ство Shift(f) конечномерно. Оказывается, верно и обратное, см., например15.

Теорема. pROSTRANSTWO Shift(f) W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE KONE^NOMERNO, KOGDA f
QWLQETSQ \KSPONENCIALXNYM MNOGO^LENOM.

3. Характеризация многочленов. Пусть f ∈ RR. Обозначим через HShift(f) подпро-
странство, порожденное всеми сдвигами функции f :

HShift(f) = 〈HbTaf, a ∈ R, b ∈ R∗〉.

Совсем просто доказать следующий результат, см., например16.

Теорема. pROSTRANSTWO HShift(f) W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE KONE^NOMERNO, KOGDA
f QWLQETSQ MNOGO^LENOM.

15P.G.Laird, On characterizations of exponential polynomials. — Pacif. J. Math., 1979,
vol.80, p.503–507.

16P.G.Laird, R.McCann, On some characterizations of polynomials. — Amer. Math.
Monthly, 1984, vol.91, N.2, p.114–116.
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§ 8♠. iNTERESNYE PRIMERY LINEJNOJ ZAWISIMOSTI

1. Периодические функции. К линейной зависимости сводятся многие вопросы,
где априори это не сразу понятно. Вот типичный пример использования идеи линейной
зависимости, на роль которого в астрономии и механике обратил внимание А.Пуанкаре.

Задача. Когда сумма двух периодических функций R −→ R является периодической
функцией?

Решение. Пусть периоды функции f и g равны α и β, соответственно. Если отношение
α/β рационально, то α и β линейно зависимы над Z и, следовательно, существует ω ∈ R
такое, что α, β ∈ Zω. Тогда f + g будет периодической функцией с периодом ω. Если же
α/β /∈ Q, т.е. α и β линейно независимы над Z, то в множестве mα + nβ > 0, m, n ∈ Z,
нет наименьшего элемента, так что функция f + g не может быть периодической.

Мы вернемся к следующей теме в Главах IV и ?.

Задача. Рассмотрим пространство V функций R −→ R, порожденное сдвигами функции
sin, т.е. всеми функциями вида x 7→ sin(x + y), y ∈ R. Показать, что в действительности
это пространство двумерно и в качестве его базиса можно взять, например, функции sin
и cos. Напомним, что cos(x) = sin(x + π/2) действительно лежит в V .

2. Теорема Безиковича. Сейчас мы приведем еще один кажнейший пример линейной
независимой системы. Трагическое открытие пифагорейцев состояло в том, что 1 и

√
2

линейно независимы над Q. В школе Вам наверняка предлагали доказывать иррацио-
нальность чисел

√
2 +

√
3 или

√
2 +

√
3 +

√
5.

Задача. Докажите, что 1,
√

2,
√

3,
√

6 линейно независимы над Q.

Эта задача допускает следующее классическое обобщение.

Теорема Безиковича. pUSTX p1, . . . , p2 — POPARNO RAZLI^NYE PROSTYE, TOGDA SE-
MEJSTWO

n
q

pm1
1 . . . pm2

s , 0 ≤ mi < n,

LINEJNO NEZAWISIMO NAD Q.

Задача. Докажите, что ln(p), p ∈ P линейно независимы над Q.

Решение. Это основная теорема арифметики целых чисел.

3. Теорема Линдеманна—Вейерштрасса. Следующая замечательная классическая
теорема17 представляет собой один из важнейших результатов теории трансцендентных
чисел. Напомним, что через Q обозначается поле алгебраических чисел.

Теорема Линдеманна—Вейерштрасса. dLQ L@BYH POPARNO RAZLI^NYH ALGEBRAI^E-
SKIH ^ISEL λ1, . . . , λn ∈ Q ^ISLA eλ1 , . . . , eλn LINEJNO NEZAWISIMY NAD Q.

Заметим, что в § ? мы приведем совсем простое доказательство того, что FUNKCII
x 7→ eλ1x, . . . , x 7→ eλnx линейно независимы, даже над R. Здесь, однако, утверждается
нечто совершенно другое и гораздо более сильное и удивительное, а именно, что линейно
независимы уже ZNA^ENIQ этих функций в 1!

Вот еще одна задача, использующая идею линейной зависимости. Заметим, что ал-
гебра A здесь не предполагается коммутативной. В действительности, самые важные
приложения этого свойства относятся к

17K.Weierstrass, Zu Lindemann’s Abhandlung “Über die Ludolph’sche Zahl”. — Sitzungs-
berichte Preuss. Akad. Wiss., 1885, S.1067–1085 (Werke II, S.341–362).
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§ 9♠. tEOREMA dEDEKINDA|aRTINA

Сейчас мы научимся доказывать линейную независимость различных интересных се-
мейств функций над полем таких, например, как экспоненциальные мономы.
Пусть M — мультипликативный моноид, T — тело. Ненулевой гомоморфизм φ :

M −→ T× называется одномерным характером M со значениями в T . Поскольку
никаких других характеров у нас пока встречаться не будет, мы будем опускать здесь
эпитет ODNOMERNYM и называть φ просто характером. Пример: x 7→ 1 представляет
собой характер моноида M , называемый тривиальным или главным характером.
Ключом ко всем результатам настоящего параграфа является следующая простая

лемма.

Лемма о характерах. pUSTX φ1, . . . , φn —HARAKTERY MONOIDA M SO ZNA^ENIQMI W
TELE T . eSLI φ1, . . . , φn LINEJNO NEZAWISIMY NAD T W T M I IH LINEJNAQ KOMBINACIQ
φ = λ1φ1 + . . .+λnφn, λi ∈ T , TOVE QWLQETSQ HARAKTEROM, TO φ SOPRQVEN W T ∗ S TEM
φi, DLQ KOTOROGO λi 6= 0.

dOKAZATELXSTWO. Пусть x, y ∈ M . Вычислим φ(xy) = φ(x)φ(y) двумя способами. С
одной стороны, φ(xy) =

P
λiφi(xy) =

P
λiφi(x)φi(y). С другой стороны, φ(x)φ(y) =P

φ(x)λiφi(y). Так как это верно для всех y ∈ M , то
P

λiφi(x)φi =
P

φ(x)λiφi. Но
ведь по предположению φi линейно независимы. Это значит, что λiφi(x) = φ(x)λi. Если
λi 6= 0, отсюда вытекает, что φ = λiφiλ

−1
i , как и утверждалось.

Теорема Дедекинда—Артина. pUSTX K — POLE, A φi — SEMEJSTWO POPARNO RAZ-
LI^NYH HARAKTEROW MONOIDA M SO ZNA^ENIQMI W K. tOGDA φi, i ∈ I, LINEJNO NEZAWISIMY
NAD K W KM .

dOKAZATELXSTWO. Предположим, что φi, i ∈ I, линейно зависимы, тогда по лемме Деде-
кинда какие-то два из них сопряжены в K∗ и, значит, равны.

Из этого незатейливого наблюдения вытекает больше замечательных следствий, чем
можно предположить. Приведем некоторые из них.

Следствие 1. fUNKCII x 7→ ecx, c ∈ C, LINEJNO NEZAWISIMY NAD C W PROSTRANSTWE CR
KOMPLEKSNOZNA^NYH FUNKCIJ NAD R.

Следствие 2. oTOBRAVENIQ K −→ K, x 7→ xn, GDE n ∈ N0, QWLQ@TSQ EDINSTWENNYMI
POLINOMIALXNYMI OTOBRAVENIQMI, UDOWLETWORQ@]IMI FUNKCIONALXNOMU URAWNENI@
f(xy) = f(x)f(y).

Следствие 3. pUSTX A — ALGEBRA RAZMERNOSTI n NAD POLEM K, A L/K — RAS[IRENIE
POLEJ. tOGDA SU]ESTWUET NE BOLEE n RAZLI^NYH K-GOMOMORFIZMOW A −→ L.

§ 10♠. tOPOLOGI^ESKIE BAZISY

Мы только что доказали, что в L@BOM векторном пространстве над полем есть базис.
Между тем, те, кто интересуется анализом, наверняка слышали о существовании бана-
ховых пространств без базиса. Но ведь банаховы пространства являются векторными
пространствами над R или C и, следовательно, должны иметь базис! Дело в том, что
аналитики обычно рассматривают векторные пространства снабженные топологией, и
называют просто базисом то, что алгебраисты называют топологическим базисом
или базисом Шаудера. В свою очередь, то что мы называем просто базисом, анали-
тики называют алгебраическим базисом или базисом Гамеля.

Базис Шаудера. Пусть V — банахово пространство. Система (x1, x2, . . . ) векторов
xi ∈ V называется базисом Шаудера пространства V , если каждое x ∈ V допускает
EDINSTWENNOE представление в виде

x =
∞X

i=1

λixi.
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Это равенство обычно понимается в том смысле, что последовательность частичных
сумм

Pn
i=1 λixi сходится к x в смысле нормы, т.е.

lim
n→∞ |x−

nX

i=1

λixi| = 0.

Таким образом, бесконечный базис Шаудера не является базисом в нашем смысле:
вектор не PREDSTAWLQETSQ как линейная комбинация базисных векторов, а всего лишь с
любой точностью аппроксимируется такими линейными комбинациями. Все сепара-
бельные пространства, реально возникавшие в анализе, имели базис Шаудера, но в 1973
году шведский аналитик Пер Энфло построил контр-пример к классической гипетезе,
утверждавшей что в любом сепарабельном банаховом пространстве существует базис
Шаудера.

Стандартный базис пространств последовательностей. Чтобы показать, что
понятие базиса Шаудера самым существенным образом зависит от топологии, покажем,
что одна и та же система векторов может быть базисом большого количества различных
пространств. Разумеется, для алгебраических базисов такое невозможно.
А именно, рассмотрим последовательности ej = (δij)i∈N, j ∈ N, имеющие 1 на месте

j и 0 на всех остальных местах. Тогда (e1, e2, . . . ) образует базис Шаудера в каждом из
пространств lp, 1 ≤ p < ∞, а также в пространстве l∞ последовательностей, сходящихся
к 0.
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gLAWA 5. linejnye otobraveniq

— Ваша правда, мессер Бальдассаре, — согласился Моро. —
Сколько раз говорил я ему: брось ты свою философию! Ну, да
ведь знаете, такой уж народ художники. Ничего не поделаешь. С
них и требовать нельзя.

Дмитрий Сергеевич Мережковский, wOSKRES[IE BOGI

В этой главе мы NA^INAEM изучать линейные отображения. Здесь мы де-
лаем лишь самые первые шаги в этом направлении, фактически значитель-
ные фрагменты частей 2 и 3 посвящены именно более детальному изучению
линейных отображений, их инвариантов и канонических форм.
Настоящая глава четко разбивается на две половины. В §§ 1 – 7 мы

вводим несколько важнейших общих конструкций, связанных с матрицей
линейного отображения. Здесь доказывается, что между свободными моду-
лями конечного ранга над коммутативным кольцом не существует никаких
линейных отображений, кроме умножения на матрицу. Эти конструкции
постоянно используются в дальнейшем и в следующей главе мы вернемся
к ней для изучения матриц.
С другой стороны, в §§ 8 – 14 мы обсуждаем основные понятия, связан-

ные с коммутативными диаграммами и точными последовательностями,
т. е. те свойства, которые выражаются в терминах композиции линейных
отображений = произведения матриц. Кроме того, здесь мы доказываем
некоторые простейшие общие факты. Эти факты было бы естественно рас-
сматривать как простейшие утверждения о линейных отображениях, если
бы не то обстоятельство, что — как это ни удивительно! — они NIKOGDA
не излагаются в учебниках линейной алгебры. Обычно их можно найти
только в первых параграфах книг по гомологической алгебре, в связи с
диаграммным поиском18.

§ 1♦. sTRUKTURA MODULQ NA HomR(U, V )

Diese werden von rechts nach links geschrieben und gelesen und werden
teilweise untereinander verbunden, teilweise unverbunden gelassen. —
Они пишутся и читаются справа налево и в некоторых случаях
образуют композицию, а в других оставляются как есть.

Brockelmann, Arabische Grammatik

18В настоящем издании последние два параграфа, 3 × 3-лемма и лемма о змее, мар-
кированные ♣, опущены, как слишком технические. На матмехе доказательства этих
результатов обычно включаются только в специальные курсы для студентов, обучаю-
щихся на кафедре высшей алгебры и теории чисел.
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1. Сумма линейных отображений. Пусть R — произвольное кольцо с
1. Пусть, далее, φ, ψ : U −→ V линейные отображения с общей областью
определения и общей областью значений, где оба U и V одновременно яв-
ляются левыми или правыми R-модулями. Тогда сумма φ + ψ : U −→ V ,
x 7→ φ(x) + ψ(x), этих линейных отображений тоже является линейным
отображением. Аддитивность φ + ψ проверяется непосредственно

(φ + ψ)(u + v) = φ(u + v) + ψ(u + v) = φ(u) + φ(v) + ψ(u) + ψ(v) =

φ(u) + ψ(v) + φ(u) + ψ(v) = (φ + ψ)(u) + (φ + ψ)(v),

а однородность еще проще

(φ + ψ)(uλ) = φ(uλ) + ψ(uλ) = φ(u)λ + ψ(u)λ = (φ + ψ)(u)λ.

В силу поточечного характера эта операция обладает всеми свойствами
сложения в V и превращает HomR(U, V ) в абелеву группу.

eSLI PRAWYE R-MODULI U I V NE NESUT NIKAKOJ DOPOLNITELXNOJ
STRUKTURY, ABELEWU GRUPPU HomR(U, V ) NELXZQ ESTESTWENNO PREWRA-
TITX W R-MODULX. Для того, чтобы разумным образом задать умножение
на скаляры, необходимо, чтобы хотя бы один из модулей U или V являлся
BIMODULEM.

2. Структура левого модуля на HomR(U, V ). Пусть как обычно U
правый R-модуль, а V является S-модулем-R. Мы можем определить на
HomR(U, V ) умножение на скаляры SLEWA, полагая

(λφ)(x) = λ(φ(x)), λ ∈ S, φ ∈ HomR(U, V ), x ∈ U.

В самом деле, следующая выкладка показывает, что так определенное отоб-
ражение λφ : U −→ V аддитивно:

(λφ)(x + y) = λ(φ(x + y)) = λ(φ(x) + φ(y)) =

λ(φ(x)) + λ(φ(y)) = (λφ)(x) + (λφ)(y),

Проверка однородности совершенно аналогична:

(λφ)(xα) = λ(φ(xα)) = λ(φ(x)α) = (λ(φ(x)))α = ((λφ)(x))α.

В этих вычислениях мы ставим слишком много скобок, поэтому они вы-
глядят почти столь же коряво и заскорузло, как программы на Lisp. Что-
бы избежать этого в дальнейшем, мы будем — в соответствии с практи-
кой Mathematica и Maple — считать, что независимо от порядка записи
PRIMENENIE FUNKCII IMEET BOLEE WYSOKIJ PRIORITET, ^EM L@BAQ
ARIFMETI^ESKAQ OPERACIQ. Таким образом, λφ(x) истолковывается как
λ(φ(x)), а не как (λφ)(x).
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Теорема RL. oTNOSITELXNO WWEDENNYH OPERACIJ HomR(UR, SVR) QWLQ-
ETSQ LEWYM S-MODULEM.

dOKAZATELXSTWO. Все аксиомы модуля проверяются непосредственно по
определению. Для полноты один раз приведем все детали. В дальнейшем
проведение подобных выкладок будет оставляться читателю. Внешняя ас-
социативность:

((λµ)φ)(x) = (λµ)φ(x) = λ(µφ(x)) = λ((µφ)(x)) = (λ(µφ))(x).

Дистрибутивность относительно сложения скаляров:

((λ + µ)φ)(x) = (λ + µ)φ(x) = λφ(x) + µφ(x) =

(λφ)(x) + (µφ)(x) = (λφ + µφ)(x).

Дистрибутивность относительно сложения векторов:

(λ(φ + ψ))(x) = λ(φ + ψ)(x) = λ(φ(x) + ψ(x)) =

λφ(x) + λψ(x) = (λφ)(x) + (λψ)(x) = (λφ + λψ)(x).

Наконец, унитальность: (1φ)(x) = 1φ(x) = φ(x).

3. Структура правого модуля на HomR(U, V ). Пусть как обычно V
правый R-модуль, а U является S-модулем-R. Мы можем определить на
HomR(U, V ) умножение на скаляры SPRAWA, полагая

(φλ)(x) = φ(λx), φ ∈ HomR(U, V ), λ ∈ S, x ∈ U.

Проверим, что так определенное отображение φλ : U −→ V действитель-
но линейно. Аддитивность:

(φλ)(x + y) = φ(λ(x + y)) = φ(λx + λy) =

φ(λx) + φ(λy) = (φλ)(x) + (φλ)(y).

Однородность:

(φλ)(xα) = φ(λ(xα)) = φ((λx)α) = φ(λx)α = (φλ)(x)α.

Теперь мы можем сформулировать аналог

Теорема RR. oTNOSITELXNO WWEDENNYH OPERACIJ HomR(SUR, VR) QWLQ-
ETSQ PRAWYM S-MODULEM.

Обратите внимание на отличие этой теоремы от предыдущей, если рань-
ше структура левого S-модуля на V задавала структуру левого же S-модуля
на Hom(U, V ), то теперь структура LEWOGO S-модуля на V задает структуру
PRAWOGO S-модуля на Hom(U, V ). Это является еще одним выражением того
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принципа, что FUNKTOR (U, V ) Ã Hom(U, V ) KOWARIANTEN PO WTOROMU
ARGUMENTU I KONTRAWARIANTEN PO PERWOMU ARGUMENTU.

4. Гомоморфизмы левых модулей. Пусть теперь U и V два левых
R-модуля. Если V является R-модулем-S, то мы можем определить на
HomR(U, V ) умножение на скаляры SPRAWA, полагая

(x)(φλ) = ((x)φ)λ, x ∈ U, φ ∈ HomR(U, V ), λ ∈ S.

Если U является R-модулем-S, то мы можем определить на HomR(U, V )
умножение на скаляры SLEWA, полагая

(x)(λφ) = (xλ)φ, x ∈ U, λ ∈ S, φ ∈ HomR(U, V ).

Проверка линейности так определенных отображений, как и доказатель-
ство следующих результатов оставляется читателю. Мы настоятельно ре-
комендуем начинающему фактически произвести все эти проверки, для то-
го, чтобы попрактиковаться в использовании аксиом и освоиться с записью
функции справа от аргумента!

Теорема LR. oTNOSITELXNO WWEDENNYH OPERACIJ HomR(RU, RVS) QWLQ-
ETSQ PRAWYM S-MODULEM.

Теорема LL. oTNOSITELXNO WWEDENNYH OPERACIJ HomR(RUS , RV ) QWLQ-
ETSQ LEWYM S-MODULEM.

Обратите внимание, что снова задание правой структуры на втором
аргументе Hom порождает правую же структуру на Hom(U, V ), но зада-
ние PRAWOJ структуры на первом аргументе ведет к LEWOJ структуре на
Hom(U, V ).

5. Случай коммутативного кольца. В случае, когда кольцо R ком-
мутативно каждый модуль можно рассматривать как R-модуль-R. Таким
образом, в этом случае HomR(U, V ) естественно снабжается структурой R-
модуля любым из четырех описанных выше способов.

§ 2♦. sTRUKTURA ALGEBRY NA EndR(U)

Очевидно, что композиция линейных отображений снова линейна. В са-
мом деле, пусть φ : U −→ V и ψ : V −→ W суть два линейных отображения.
Непосредственное вычисление показывает, что композиция аддитивна,

(ψφ)(u + v) = ψ(φ(u + v)) = ψ(φ(u) + φ(v)) =

ψ(φ(u)) + ψ(φ(v)) = (ψφ)(u) + (ψφ)(v).

Точно так же проверяется и однородность,

(ψφ)(uλ) = ψ(φ(uλ)) = ψ(φ(u)λ) = ψ(φ(u))λ = (ψφ)(u)λ.
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Таким образом, композиция задает следующую операцию на группах Hom:

Hom(V, W )×Hom(U, V ) −→ Hom(U,W )

Необычный порядок сомножителей в левой части связан, конечно, с тем,
что мы записываем отображения так, как это принято в теории множеств,
слева от аргумента и, следовательно, компонуем их справа налево.
Следующий результат показывает, что композиция дистрибутивна от-

носительно сложения.

Предложение. pUSTX φ, ψ ∈ Hom(V, W ), A θ, η ∈ Hom(U, V ). tOGDA

(φ + ψ)θ = φθ + ψθ, φ(θ + η) = φθ + φη.

dOKAZATELXSTWO. В самом деле,

((φ + ψ)θ)(u) = (φ + ψ)θ(u) = φ(θ(u)) + ψ(θ(u)) = (φθ)(u) + (ψθ)(u).

С другой стороны,

(φ(θ + η))(u) = φ((θ + η)(u)) = φ(θ(a) + η(a)) =

φ(θ(a)) + φ(η(a)) = (φθ)(a) + (φη)(a).

Обратите внимание на принципиальное отличие второй выкладки от пер-
вой. При доказательстве левой дистрибутивности мы пользовались только
определением композиции и суммы двух отображений в абелеву группу,
поэтому левая дистрибутивность композиции относительно сложения име-
ет место для любых отображений, не обязательно даже линейных В то
же время при доказательстве правой дистрибутивности мы явным образом
пользовались линейностью φ

Теорема. mNOVESTWO EndR(U) QWLQETSQ ASSOCIATIWNYM KOLXCOM S 1
OTNOSITELXNO SLOVENIQ I KOMPOZICII \NDOMORFIZMOW. pRIMENENIE \NDO-
MORFIZMA K WEKTORU PREWRA]AET PRAWYJ/LEWYJ R-MODULX U W LEWYJ/PRA-
WYJ EndR(U)-MODULX.

§ 3♠. fUNKTORIALXNOSTX

В настоящем параграфе мы покажем, что HomR можно рассматривать
как FUNKTOR от двух аргументов

U, V Ã HomR(U, V ),

причем этот функтор обладает очень хорошими свойствами.
Пусть φ : Z −→ U , ψ : V −→ W линейные отображения. Тогда есте-

ственно определяется гомоморфизм

Hom(φ, ψ) : Hom(U, V ) −→ Hom(Z,W ).
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А именно, гомоморфизм Hom(φ, ψ) сопоставляет каждому линейному отоб-
ражению θ : U −→ V композицию ψθφ : Z −→ W . Таким образом,

Hom(φ, ψ)(θ) = ψθφ.

Обратите внимание на то, что функтор Hom ковариантен по второму
аргументу в том смысле, что линейное отображение ψ : V −→ W порождает
линейное отображение

Hom(U,ψ) : Hom(U, V ) −→ Hom(U,W ),

действующее W TOM VE NAPRAWLENII. В то же время, этот функтор кон-
травариантен по первому аргументу, иными словами, линейное отобра-
жение φ : Z −→ U порождает линейное отображение

Hom(φ, V ) : Hom(U, V ) −→ Hom(Z, V ),

действующее W PROTIWOPOLOVNOM NAPRAWLENII.

Теорема. gOMOMORFIZM Hom OBLADAET SLEDU@]IMI SWOJSTWAMI

• Hom(φφ′, ψ′ψ) = Hom(φ′, ψ′) Hom(φ, ψ).

• Hom(idU , idV ) = idHom(U,V ).

• Hom(φ + φ′, ψ) = Hom(φ, ψ) + Hom(φ′, ψ).

• Hom(φ, ψ + ψ′) = Hom(φ, ψ) + Hom(φ, ψ′).

dOKAZATELXSTWO. Первая формула представляет собой еще один вариант
ассоциативности композиции:

Hom(φφ′, ψψ′)(θ) = ψ′ψθφφ′ =

Hom(φ′, ψ′)(ψθφ) = Hom(φ′, ψ′) Hom(φ, ψ)(θ).

Вторая формула очевидна, а третья и четвертая были фактически доказаны
в предыдущем параграфе.

§ 4♦. mATRICA LINEJNOGO OTOBRAVENIQ

Пусть U и V — два свободных R модуля, u1, . . . , un — базис в U , а
v1, . . . , vm — базис в V . В настоящем параграфе мы построим базис в мо-
дуле линейных отображений Hom(U, V ). Определим линейное отображение
φij : U −→ V следующей формулой

φij(uh) =
{

0, h 6= j,

vi, h = j.
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Теорема. lINEJNYE OTOBRAVENIQ

φij , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

OBRAZU@T BAZIS R-MODULQ Hom(U, V ).

dOKAZATELXSTWO. Докажем прежде всего, что φij линейно независимы. В
самом деле, пусть

∑
λijφij = 0 линейная зависимость между ними. Тогда

для любого h = 1, . . . , n получаем

0 =
(∑

λijφij

)
(uh) =

∑
λijφij(uh) =

∑
λihvi.

Так как v1, . . . , vm линейно независимы, то все λih = 0.
Рассмотрим теперь произвольное линейное отображение φ ∈ Hom(U, V ).

Тогда для любого h = 1, . . . , n образ φ(uh) ∈ V раскладывается по базису
v1, . . . , vm модуля V . Пусть φ(uh) = a1hv1 + . . . + a1hvh. Докажем, что
φ =

∑
λijφij . Докажем, что тогда φ =

∑
λijφij . В самом деле, в силу

определения λih для всех h имеет место равенство φ(uh) = (
∑

λijφij)(uh).
Так как u1, . . . , un базис в U , то, тем самым, действительно φ =

∑
λijφij .

Следствие. eSLI A MODULI U I V SWOBODNYE MODULI KONE^NOGO RANGA NAD
KOMMUTATIWNYM KOLXCOM R, TO Hom(U, V ) TOVE QWLQETSQ SWOBODNYM R-
MODULEM, PRI^EM rk(Hom(U, V ) = rk(U) rk(V ).

Иными словами, это следствие утверждает, что для PRAWYH свободных
модулей конечного ранга над коммутативным кольцом имеет место изомор-
физм

Hom(Rn, Rm) ∼= M(m,n, R).

При этом изоморфизм можно истолковать следующим образом. Отожде-
ствим векторы x ∈ Rn и y ∈ Rm с их столбцами координат в стандарт-
ных базисах. Тогда каждое линейное отображение φ : Rn −→ Rm есть
умножение SLEWA на некоторую матрицу a ∈ M(m, n,R). Иными словами,
φ(x) = ax для всех x ∈ Rn. Эта матрица a и есть матрица линейного
отображения φ в стандартных базисах:




y1
...

ym


 = a




x1
...

xn




Иногда матрица коэффициентов линейного отображения относительно
базиса φij обозначается через a = v[φ]u. Ее можно истолковать следую-
щим образом. Как видно их описанной выше интерпретации, столбцами
матрицы a являются столбцы координат векторов φ(u1), . . . , φ(un).
Разумеется, линейные отображения LEWYH свободных модулей допускают

аналогичную интерпретацию, при этом

Hom(nR, mR) ∼= M(n,m, R),

а именно матрице a ∈ M(n,m,R) соответствует линейное отображение φ :
nR −→ mR, x 7→ xa состоящее в умножении строки x ∈ nR на матрицу a
SPRAWA.
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§ 5 ♦. pREOBRAZOWANIE MATRICY LINEJNOGO OTOBRAVENIQ

The difference between an introvert and extrovert mathematicians is:

An introvert mathematician looks at her shoes while talking to you.

An extrovert mathematician looks at your shoes.

Carl Gustav Jung

Пусть теперь φ : U −→ V — отображение одного свободного модуля
в другой. Чтобы не загромождать обозначения дополнительными индек-
сами, мы будем считать, что ранг модулей U и V определен однозначно.
Пусть, скажем, rk(U) = n, а rk(V ) = m. Выберем в модулях U и V ба-
зисы u1, . . . , un и v1, . . . , vm, соответственно и пусть a = v[φ]u — матрица
линейного отображения φ в базисах u, v.
Заменим теперь базис u1, . . . , un на u′1, . . . , u′n, а базис v1, . . . , vm на

v′1, . . . , v′m. Что происходит при этом с матрицей отображения φ, как мат-
рица b = v′ [φ]u′ выражается через матрицу a?
Сравнивая полученную в предыдущем параграфе формулу




y1
...

ym


 = a




x1
...

xn


 ,




y′1
...

y′m


 = b




x′1
...

x′n


 ,

выражающую координаты φ(x) в базисах v и v′, соответственно, через ко-
ординаты вектора x в базисах u и u′, соответственно, с формулами преоб-
разования координат




x′1
...

x′n


 = (u Ã u′)−1




x1
...

xn


 ,




y′1
...

y′m


 = (v Ã v′)−1




y1
...

ym


 ,

мы видим, что

b




x′1
...

x′n


 =




y′1
...

y′m


 = (v Ã v′)−1




y1
...

ym


 =

(v Ã v′)−1a




x1
...

xn


 = (v Ã v′)−1a(u Ã u′)




x′1
...

x′n


 .

Сравнивая два выражения для координат образа, мы получаем

b = (v Ã v′)−1a(u Ã u′),

как и утверждалось.



110 НИКОЛАЙ ВАВИЛОВ

§ 6 ♦. lINEJNYE OTOBRAVENIQ PRQMYH SUMM

В настоящем параграфе мы обсудим чуть более общий подход к поня-
тию матрицы линейного отображения. А именно, мы определим матрицу
линейного отображения

φ : U1 ⊕ . . .⊕ Un −→ V1 ⊕ . . .⊕ Vm.

Заметим, что так как мы пишем операторы SLEWA, нам придется записы-
вать элементы прямых сумм как STOLBCY с компонентами из слагаемых, а
вовсе не как сторчки, как это обычно принято!
Чтобы не обременять обозначения, рассмотрим случай m = n = 2, оче-

видное обобщение на произвольные m и n предоставляется студенту. Нач-
нем с двух простейших частных случаев.
• Пусть вначале n = 2, m = 1. Тогда каждое линейное отображение

φ : U ⊕ V −→ W имеет вид φ = (α, β), где α : U −→ W , β : V −→ W ,
причем

(α, β)
(

u
v

)
= α(u) + β(v).

Таким образом, мы установили следующий изоморфизм:

Hom(U ⊕ V, W ) = Hom(U,W )⊕Hom(V,W ).

• Пусть теперь n = 1, m = 2. Тогда каждое линейное отображение

ψ : U −→ V ⊕W имеет вид ψ =
(

γ
δ

)
, где γ : U −→ V , δ : V −→ W , причем

(
γ
δ

)
(u) =

(
γ(u)
δ(u)

)
.

Таким образом, мы установили следующий изоморфизм:

Hom(U, V ⊕W ) = Hom(U, V )⊕Hom(U,W ).

Совмещая эти два изоморфизма, мы видим, что

Hom(U ⊕ V, W ⊕ Z) = Hom(U,W )⊕Hom(U,Z)⊕Hom(V,W )⊕Hom(V, Z).

Иными словами, любое линейное отображение φ : U ⊕ V −→ W ⊕ Z можно
описать матрицей

(
α β
γ δ

)
=

(
(α, b)
(γ, δ)

)
=

((
α
γ

)
,

(
β
δ

))
,

где α ∈ Hom(U,W ), β ∈ Hom(U,Z), γ ∈ Hom(V, W ), δ ∈ Hom(V,Z). Дей-
ствие этой матрицы на элементе U ⊕ V выглядит как обычное умножение
на матрицу SLEWA, с тем, конечно, что в данном случае умножение вектора
x слева на линейное отображение ψ, это применение ψ к x:

(
α β
γ δ

)(
u
v

)
=

(
α(u) + β(v)
γ(u) + δ(v)

)
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§ 7♥. pOLULINEJNYE OTOBRAVENIQ

Во многих реально встречающихся примерах встречаются аддитивные,
но не линейные отображения. Такие отображения не являются однородны-
ми в обычном смысле, при вынесении скалярного множителя выносится не
сам исходный скаляр, а какой-то другой. Обычно этот новый скалярный
множитель выражается через исходный следующим образом.
Пусть f : R −→ S — гомоморфизм колец с 1, U — правый R-модуль, а

V — правый S-модуль. Отображение φ : U −→ V называется полулиней-
ным по отношению к f — или, для краткости, просто f-полулинейным
отображением или f-гомоморфизмом — если оно аддитивно и удовлетво-
ряет тождеству

φ(uλ) = φ(u)f(λ).

Фактически в большинстве приложений f является изоморфизмом.

• Особенно часто возникает случай, когда f — комплексное сопряжения
C −→ C, z 7→ z. В этом случае φ(uλ) = uλ. Чаще всего, когда в элемен-
тарных книгах идет речь о полулинейных отображениях, имеется в виду
именно эта ситуация.

• Предположим, что кольцо R некоммутативно. Тогда гомотетия v 7→ vθ
с нецентральным коэффициентом θ ∈ R не является линейным отображе-
нием свободного правого R-модуля R в себя. В то же время, в случае обра-
тимого θ ∈ R∗ это отображение полулинейно по отношению к сопряжению
при помощи θ. В самом деле, v 7→ (vλ)θ = (vθ)(θ−1λθ).

• Пусть f : R −→ R — автоморфизм кольца R. Тогда отображение
f : Rn −→ Rn, сопоставляющее столбцу (xi) столбец (f(xi)), является f -
полулинейным.

• Пусть f : R −→ S и g : S −→ T — два гомоморфизма колец. Рассмот-
рим R-модуль U , S-модуль V и T -модуль W и два отображения φ : U −→ V
и ψ : V −→ W , полулинейных относительно f и g, соответственно. Тогда
их композиция ψ ◦ φ : U −→ W полулинейна относительно g ◦ f : R −→ T .
В частности, композиция двух отображений, полулинейных относительно
комплексного сопряжения, линейна.

• Случай, когда f является изоморфизмом, особенно важен еще и потому,
что при этом для любого биективного f -полулинейного отображения φ :
U −→ V отображение φ−1 : V −→ U является f−1-полулинейным.

• Пусть V — векторное пространство над полем K. bIEKTIWNOE отобра-
жение векторного пространства V на себя называется коллинеацией, если
оно полулинейно по отношению к некоторому изоморфизму K. Из двух
предыдущих примеров вытекает, что множество всех коллинеаций про-
странства V образует группу, обозначаемую Γ L(V ) и называемую груп-
пой коллинеаций. В случае V = Kn эта группа обычно обозначается
ΓL(n,K).
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§ 8♦. dIAGRAMMY MODULEJ I GOMOMORFIZMOW

1. Точные последовательности. Мы часто будем иметь дело с по-
следовательным применением нескольких гомоморфизмов. Например, если
f : U −→ V и g : V −→ W — два линейных отображения, то их композиция
g ◦ f тоже является линейным отображением и мы обычно будем писать

U
f−−−−→ V

g−−−−→ W

и называть такую картинку последовательностью гомоморфизмов.
Для многих приложений особенно важен случай, когда Ker(g) = Im(f).
• Последовательность называется полуточной в члене V , если g ◦ f = 0

или, иными словами, если Im(f) ≤ Ker(g). В этом случае g(f(u)) = 0 для
любого u ∈ U .
• Последовательность называется точной в члене V , если g(v) = 0 в том

и только том случае, когда найдется такое u ∈ U , что v = f(u) или, иными
словами, когда Ker(g) = Im(f).
Ясно, что точная последовательность полуточна, однако в действитель-

ности точность есть GORAZDO более сильное утверждение. А именно, требу-
ется не только то, чтобы g отображало в 0 все приходящее из f , но и то,
чтобы g не отображало в 0 NI^EGO LI[NEGO!!! Приведем два простейших
примера такой ситуации:
• Для любого U существует единственный гомоморфизм 0 −→ U , пере-

водящий 0 в 0. Последовательность

0 −−−−→ U
f−−−−→ V

в том и только том случае точна в члене U , когда f является мономорфиз-
мом — в образе отображения 0 −→ U лежит только 0, так что только 0
лежит в ядре f .
• Для любого V существует единственный гомоморфизм V −→ 0, пере-

водящий все в 0. Последовательность

U
f−−−−→ V −−−−→ 0

в том и только том случае точна в члене V , когда f является эпиморфизмом
— все элементы v ∈ V лежат в ядре отображения V −→ 0, значит все они
приходят из U .
В действительности, обычно мы будем иметь дело с более длинными

последовательностями. Например, пусть

U1
f1−−−−→ U2

f2−−−−→ U3
f2−−−−→ . . .

fn−−−−→ Un+1

последовательность, состоящая из n гомоморфизмов. Она называется точ-
ной, если она точна в KAVDOM из членов U2, . . . , Un. Иными словами,
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предполагается, что для каждого i = 1, . . . , n − 1 имеет место равенство
Ker(fi+1) = Im(fi). Отметим важнейшие специальные случаи.
• Последовательность

0 −−−−→ U
f−−−−→ V

g−−−−→ W −−−−→ 0

в том и только том случае точна, когда U можно рассматривать как подмо-
дуль в V , причем g уствнавливает измоморфизм W ∼= V/U . В самом деле,
как мы уже знаем, точность последовательности в члене U эквивалентна
тому, что f является вложением, так что мы можем отождествить U с
f(U) ≤ V . Точность последовательности в члене W эквивалентна сюръек-
тивности g, т.е. тому, что W = Im(g). Наконец, точность в члене V как раз
и означает, что Ker(g) = Im(f) = U . Но тогда по теореме о гомоморфизме
W = Im(g) ∼= V/ Ker(g) = V/U .
• Любой гомоморфизм f : U −→ V может быть включен в точную после-

довательность

0 −−−−→ Ker(f) −−−−→ U
f−−−−→ V −−−−→ Coker(f) −−−−→ 0

Часто в одной и той же диаграмме гомоморфизмы будут изображаться
как в горизонтальном, так и в вертикальном направлении. В этом случае
мы будем говорить о точных строках и точных столбцах.
2. Коммутативные диаграммы. В соответствии с общими соглашени-
ями, которые мы обсуждали в Книге I, квадрат

U
f−−−−→ V

h

y
yk

W
g−−−−→ Z

модулей и их гомоморфизмов, называется коммутативным, если k◦f = g◦
h, иными словами, если для любого u ∈ U имеет место равенство k(f(u)) =
g(h(u)). Аналогично треугольник

U
f−−−−→ V

W

называется коммутативным, если g = h ◦ f или, иными словами, если для
любого u ∈ U имеет место равенство g(u) = h(f(u)).
В дальнейшем нам часто будут встречаться диаграммы, составленные

из нескольких треугольников и квадратов. Такие диаграммы будут назы-
ваться коммутативными, если WSE входящие в их состав треугольники и
квадраты коммутативны.
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Обычно коммутативность используется в сочетании c точностью и воз-
можно еще какими-то утверждениями о гомоморфизмах. Например, утвер-
ждение о том, что следующая диаграмма коммутативна, а ее строки точны

0 −−−−→ U ∩ V −−−−→ U −−−−→ U/(U ∩ V ) −−−−→ 0
y

y
y∼=

0 −−−−→ V −−−−→ U + V −−−−→ (U + V )/V −−−−→ 0

включает в себя как формулировку теоремы Нетер об изоморфизме, так и
ее доказательство.

§ 9♦. nERAWENSTWA fROBENIUSA I sILXWESTRA

Мы продолжаем рассматривать ранги линейных отображений вектор-
ных пространств над полями. Пусть φ : U −→ V и ψ : V −→ W суть два
линейных отображения. Как ранг их композиции ψφ : U −→ W связан с
рангами самих отображений φ и ψ?
Прежде всего, совершенно очевидно, что Im(ψφ) ≤ Im(ψ) и, таким обра-

зом, rk(ψφ) ≤ rk(ψ). С другой стороны, так как Im(ψφ) является фактор-
пространством Im(φ), то rk(ψφ) ≤ rk(φ). Таким образом, мы получаем
следующую очевидную оценку rk(ψφ) сверху.

Утверждение. dLQ L@BYH LINEJNYH OTOBRAVENIJ

U
φ−−−−→ V

ψ−−−−→ W

WYPOLNQETSQ NERAWENSTWO

rk(ψφ) ≤ min(rk(φ), rk(ψ)).

Получить оценку rk(ψφ) снизу несколько сложнее.

Лемма. pUSTX

U
φ−−−−→ V

ψ−−−−→ W

SUTX DWA LINEJNYH OTOBRAVENIQ. tOGDA

dim(Ker(ψ) ∩ Im(φ)) + dim(Im(ψφ)) = dim(Im(φ)).

dOKAZATELXSTWO. Применяя к линейному отображению ψ|Im(φ) теорему о
размерности ядра и образа, получим

dim(ψ|Im(φ)) + dim(ψ|Im(φ)) = dim(Im(φ)).

Остается лишь заметить, что

Ker(ψ|Im(φ)) = Ker(ψ) ∩ Im(φ), Im(ψ|Im(φ)) = Im(ψφ).

Теперь у нас все готово, чтобы доказать основное неравенство, связыва-
ющее ранги композиций.
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Неравенство Фробениуса. pUSTX

U
φ−−−−→ V

ψ−−−−→ W
θ−−−−→ Z

SUTX TRI LINEJNYH OTOBRAVENIQ. tOGDA

rk(ψφ) + rk(θψ) ≤ rk(ψ) + rk(θψφ).

dOKAZATELXSTWO. Применяя лемму к парам отображений (ψ, θ) и (ψφ, θ)
получим следующие равенства:

dim(Ker(θ) ∩ Im(ψ)) + dim(Im(θψ)) = dim(Im(ψ)),

dim(Ker(θ) ∩ Im(ψφ)) + dim(Im(θψφ)) = dim(Im(ψφ)).

С учетом этих равенств для доказательства теоремы остается лишь заме-
тить, что так как Im(ψφ) ≤ Im(ψ), то

Ker(θ) ∩ Im(ψφ) ≤ Ker(θ) ∩ Im(ψ)

и, в частности,

dim(Ker(θ) ∩ Im(ψφ)) ≤ dim(Ker(θ) ∩ Im(ψ)).

Взяв в этом неравенстве V = W и ψ = idV мы получаем следующую
оценку ранга rk(ψφ) снизу.

Неравенство Сильвестра. pUSTX

U
φ−−−−→ V

ψ−−−−→ W

SUTX DWA LINEJNYH OTOBRAVENIQ. tOGDA

rk(ψφ) ≥ rk(φ) + rk(ψ)− dim(V ).

§ 10♠. fREDGOLXMOWY OPERATORY

Линейное отображение φ : U −→ V одного векторного пространства в
другое называется фредгольмовым, если его ядро Ker(φ) имеет конеч-
ную размерность в U , а его образ Im(φ) — конечную коразмерность в V . В
функциональном анализе принято в этом случае говорить о фредгольмо-
вых операторах. Разность

ind(φ) = dim(Ker(φ))− codim(Im(φ))

называется индексом фредгольмова оператора φ. В анализе обычно рас-
сматриваются фредгольмовы операторы между TOPOLOGI^ESKIMI вектор-
ными пространствами и в этом случае в определение фредгольмова опе-
ратора часто включается ZAMKNUTOSTX образа. Однако, это требование
излишне, так как оно автоматически следует из того, что коразмерность
образа конечна.
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Теорема об индексе. pROIZWEDENIE DWUH FREDGOLXMOWYH OPERATOROW φ :
U −→ V I ψ : V −→ W QWLQETSQ FREDGOLXMOWYM OPERATOROM, PRI^EM

ind(ψφ) = ind(φ) + ind(ψ).

Обычные доказательства этой теоремы используют замысловатые ана-
литические соображения. В действительности это чисто алгебраический
результат, непосредственное следствие теоремы о размерности ядра и об-
раза19,20.

dOKAZATELXSTWO. В случае конечномерных пространств

ind(φ) = dim(Ker(φ))− codim(Im(φ)) =

dim(Ker(φ))− (dim(V )− dim(Im(φ))) =

(dim(Ker(φ)) + dim(Im(φ)))− dim(V ) = dim(U)− dim(V ).

Таким образом, в конечномерном случае теорема об индексе превращается
в равенство

(dim(U)− dim(V )) + (dim(V )− dim(W )) = (dim(U)− dim(W )),

в которое верится сразу.
Оказывается, общий случай моментально сводится к конечномерному.

Для этого мы сейчас построим такие разложения в прямую сумму

U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕ V1, W = W0 ⊕W1,

что ограничения φ|U1 и ψ|V1 определяют изоморфизмы U1
∼= V1

∼= W1, а
пространства U0, V0 и W0 конечномерны и φ(U0) ≤ V0, ψ(V0) ≤ W0. Ясно,
что это как раз и сводит доказательство теоремы об индексе к случаю
конечномерных пространств U0, V0, W0.
В самом деле, пусть U0 = φ−1(Ker(ψ)) и U1 — какое-то дополнение к

U0 в U . Так как U0 конечномерно, то U1 имеет конечную коразмерность в
U . Это значит, что его образ V1 = φ(U1) имеет конечную коразмерность в
пространстве φ(U), которое в свою очередь имеет конечную коразмерность
в V . Так как V1 ∩ Ker(ψ) = 0, то в V существует такое дополнение V0 к
V1, которое содержит Ker(ψ). По той же причине, что и выше, ψ(V1) имеет
конечную коразмерность в W , а так как Ker(ψ) ≤ V0, то W1 ∩ ψ(V) = 0,
и, значит, в W существует такое дополнение W0 к W1, которое содержит
ψ(V0).

19См., например, Р.Пале, Семинар по теореме Атьи—Зингера об индексе. М., Мир,
1970, 359с.

20D.Sarason, The multiplication theorem for Fredholm operators. — Amer. Math. Month-
ly, 1987, vol. , p.68-70.
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§ 11♠. lEMMA O TREH GOMOMORFIZMAH

Следующее простое, но очень часто применяемое соображение показыва-
ет, как именно используются условия коммутативности и точности. Приме-
няемые в доказательстве этой леммы соображения называются диаграмм-
ным поиском = diagram chasing.

Лемма о трех гомоморфизмах. pUSTX STROKI KOMMUTATIWNOJ DIA-
GRAMMY

U1
φ1−−−−→ U2

φ2−−−−→ U3yπ

yρ

yσ

V1
ψ1−−−−→ V2

ψ2−−−−→ V3

QWLQ@TSQ TO^NYMI POSLEDOWATELXNOSTQMI.
• ESLI σ IN_EKTIWNO, TO

Im(ρ) ∩ Im(ψ1) = Im(ψ1 ◦ π) = Im(ρ ◦ φ1).

• ESLI π S@R_EKTIWNO, TO

Ker(ρ) + Im(φ1) = Ker(ψ2 ◦ ρ) = Ker(σ ◦ φ2).

dOKAZATELXSTWO. Включение

Im(ψ1 ◦ π) = Im(ρ ◦ φ1) ≤ Im(ρ) ∩ Im(ψ1)

очевидно. Гораздо интереснее, почему выполняется обратное включение!
Возьмем x ∈ Im(ρ)∩ Im(ψ1). Так как x ∈ Im(ρ), то найдется элемент y ∈ U2

такой, что ρ(y) = x. С другой стороны, так как x ∈ ∩ Im(ψ1), то в силу точ-
ности нижней строки имеем ψ2(x) = 0 и, значит, в силу коммутативности
второго квадрата, σ ◦ φ2(y) = ψ2 ◦ σ(y) = ψ2(x) = 0. Отсюда в сиду инъек-
тивности σ следует, что φ2(y) = 0. В силу точности первой строки найдется
z ∈ U1 такое, что φ1(z) = y. Но тогда x = ρ(y) = ρ ◦ φ1(z) ∈ Im(ρ ◦ φ1), как
и утверждалось.
Перейдем теперь к доказательству второго равенства. Так как φ2 ◦ φ1 =

0, то из того, что x ∈ Im(φ1), следует, что x ∈ Ker(φ2) и, тем более, x ∈
Ker(σ ◦ φ2) = Ker(ψ2 ◦ ρ). Ясно, что это включение справедливо и для
x ∈ Im(ρ). Поэтому

Ker(ρ) + Im(φ1) ≤ Ker(ψ2 ◦ ρ) = Ker(σ ◦ φ2).

Обратно, пусть x ∈ Ker(ψ2 ◦ ρ). Тогда ρ(x) ∈ Ker(ψ2) и в силу точности
второй строки найдется такое y ∈ V1, что ρ(x) = ψ1(y). В силу сюръектив-
ности π это означает, что найдется такое z ∈ U1, что π(z) = y. В силду
коммутативности первого квадрата ρ(x) = ψ1(y) = ψ1(π(z)) = ρ(φ1(z)), так
что ρ(x− φ1(z)) = 0, так что x = (x− φ1(z)) + φ1(z) ∈ Ker(ρ) + Im(φ1), как
и утверждалось.
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§ 11♠. lEMMA O PQTI GOMOMORFIZMAH

Приведем еще один пример диаграммного поиска.

Лемма о пяти гомоморфизмах. pUSTX STROKI KOMMUTATIWNOJ DIA-
GRAMMY

U−2
φ−2−−−−→ U−1

φ−1−−−−→ U0
φ0−−−−→ U1

φ1−−−−→ U2yπ−2

yπ−1

yπ0

yπ1

yπ2

V−2
ψ−2−−−−→ V−1

ψ−1−−−−→ V0
ψ0−−−−→ V1

ψ1−−−−→ V2

QWLQ@TSQ TO^NYMI POSLEDOWATELXNOSTQMI. tOGDA ESLI π−2 \PIMORFNO, A
π−1 I π1 MONOMORFNY, TO π0 TOVE MONOMORFNO.

dOKAZATELXSTWO. Пусть x ∈ Ker(h0). В силу коммутативности третьего
квадрата π1(φ0(x)) = ψ0(π0(x)) = 0. Так как по условию Ker(π1) = 0, то
φ0(x) = 0. В силу точности верхней строки в члене U0 найдется такой
элемент y ∈ U−1, что φ−1(y) = x. В силу коммутативности второго квад-
рата ψ−1(π−1(y)) = π0(φ−1(y)) = π0(x) = 0, так что π−1(y) ∈ Ker(ψ−1).
В силу точности нижней строки в члене V−1 найдется такое z ∈ V−2, что
π−1(y) = ψ−2(z). Но ведь по условию π−2 эпиморфно, так что найдется
w ∈ U−2 такое, что π−2(w) = z. В силу коммутативности первого квадрата
π−1(φ−2(w)) = ψ−2(π−2(w)) = ψ−2(z) = π−1(y). Так как по условию π−1

мономорфизм, то отсюда следует φ−2(w) = y. В силу точности верхней
строки в члене U−1 отсюда следует, что x = φ−1(y) = φ−2(φ−1(w)) = 0, как
и утверждалось.

Как всегда, утверждение, двойственное к любой теореме про отображе-
ния модулей, тоже является теоремой. Поэтому лемму о пяти гомоморфиз-
мах можно сформулировать еще и так.

Лемма о пяти гомоморфизмах (bis). eSLI W USLOWIQH PREDYDU]EJ LEM-
MY π2 MONOMORFNO, A π−1 I π1 \PIMORFNY, TO π0 TOVE \PIMORFNO.

Конечно, это утверждение сразу следует из предыдущего. Тем не ме-
нее, мы настоятельно рекомендуем начинающему самостоятельно провести
диаграммный поиск в этом случае, чтобы убедиться, какие именно пред-
положения об исходной диаграмме используются в доказательстве этого
утверждения. Проделав это он убедится, что в доказательстве следствия
использованы WSE условия.

Следствие. eSLI W USLOWIQH LEMMY π−2 \PIMORFNO, π2 MONOMORFNO, A
π−1 I π1 IZOMORFIZMY, TO π0 TOVE IZOMORFIZM.

Следствие. pUSTX STROKI KOMMUTATIWNOJ DIAGRAMMY

0 −−−−→ U1 −−−−→ V1 −−−−→ W1 −−−−→ 0
yπ

yρ

yσ

0 −−−−→ U2 −−−−→ V2 −−−−→ W2 −−−−→ 0
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QWLQ@TSQ TO^NYMI POSLEDOWATELXNOSTQMI. tOGDA

• eSLI π I σ MONOMORFIZMY, TO ρ TOVE MONOMORFIZM;
• eSLI π I σ \PIMORFIZMY, TO ρ TOVE \PIMORFIZM;
• eSLI π I σ IZOMORFIZMY, TO ρ TOVE IZOMORFIZM.

Теперь читатель в состоянии самостоятельно доказать следующий ре-
зультат, усиливающий лемму о пяти гомоморфизмах.

Лемма о четырех гомоморфизмах. pREDPOLOVIM, ^TO STROKI KOMMU-
TATIWNOJ DIAGRAMMY

U1 −−−−→ U2
φ−−−−→ U3 −−−−→ U4yπ

yρ

yσ

yτ

V1 −−−−→ V2
ψ−−−−→ V3 −−−−→ V4

QWLQ@TSQ TO^NYMI POSLEDOWATELXNOSTQMI. tOGDA ESLI π \PIMORFIZM, A
τ MONOMORFIZM, TO

• Ker(σ) = φ(Ker(ρ)),
• Im(ρ) = ψ−1(Im(σ)).
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gLAWA 6. dwojstwennostx

Однажды Чжуану Чжоу приснилось, что он— бабочка, счастливая
бабочка, достигшая исполнения желаний. Он наслаждался и не
сознавал, что он — Чжоу. Но вдруг проснулся, удивился, что он
— Чжоу, и долго не мог понять, то ли он Чжоу, которому снилось,
что он бабочка, то ли он бабочка, которой снится, что она— Чжоу.
А ведь Чжоу и бабочка — это совсем не одно и то же.

Чжуан-цзы

Приснилось однажды милиционеру, что он бабочка. Он весело пор-
хал, делал ноздрями и не знал, что он милиционер, был счастлив.
А проснувшись внезапно, даже удивился, что он совсем не бабочка,
а милиционер. И он не знал уже, — милиционеру ли снилось, что
он бабочка, или бабочке — что она милиционер.

Венедикт Ерофеев, iZ ZAPISNYH KNIVEK

Эх, Петька, Петька, — сказал Чапаев, — знавал я одного китай-
ского коммуниста по имени Цзе Чжуан. Ему часто снился один
сон — что он красная бабочка, летающая среди травы. И когда он
просыпался, он часто не мог взять в толк, то ли это бабочке при-
снилось, что она занимается революционной работой, то ли это
подпольщик видел сон, в котором он порхал среди цветов.

Виктор Пелевин, ~APAEW I pUSTOTA

Grand Master Turing once dreamed that he was a machine. When he
awoke he exclaimed:

“I don’t know whether I am Turing dreaming that I am a machine, or
a machine dreaming that I am Turing!.”

The Tao of Real Programming

Категории правых и левых модулей находятся в двойственности: каждо-
му PRAWOMU модулю можно сопоставить двойственный к нему LEWYJ модуль
и наоборот. В случае проективных модулей конечного ранга, в частности,
конечномерных векторных пространств, эти сопоставления взаимно обрат-
ны, строго говоря, именно этот факт обычно и называется двойственно-
стью. В случае коммутативного основного кольца двойственность тесно
связана с наличием скалярного произведения.

§ 1♦. dWOJSTWENNYJ MODULX

В настойщем параграфе мы сопоставим каждому правому/левому R-
модулю левый/правый R-модуль линейных функционалов на нем.
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Напомним, что линейным функционалом на V называется линейное
отображение φ : V −→ R,

φ(uα + vβ) = φ(u)α + φ(v)β.

Множество всех линейных функционалов на V обозначается через V ∗ =
Hom(V, R) и называется двойственным модулем. Операции в V ∗ вво-
дятся с

(φ + ψ)(u) = ψ(u) + ψ(u), (αφ)(u) = αφ(u).

В случае векторных пространств V ∗ обычно называется двойственным
пространством, а его элементы — ковекторами.
Отображение

V ∗ × V −→ R, φ, u 7→ φ(u),

называется каноническим спариванием между V ∗ и V . Однако, в этом
обозначениии симметрия между φ и u нарушается гораздо сильнее, чем
хотелось бы. В действительности, не только φ можно рассматривать как
линейный функционал на V , но и u задает линейный функционал на V ∗.
Физики — и даже некоторые математики — вместо φ(u) обычно пишут
что-нибудь в духе 〈φ | u〉 или 〈φ, u〉.
Теорема. eSLI V SWOBODNYJ PRAWYJ MODULX KONE^NOGO RANGA S BAZISOM
u1, . . . , un, TO V ∗ — SWOBODNYJ LEWYJ MODULX S BAZISOM u∗1, . . . , u∗n, OPRE-
DELENNYM RAWENSTWAMI

u∗i (uj) = δij =
{

1, i = j

0, i 6= j
.

Построенный в теореме базис называется двойственным базисом. Он
состоит из координатных функций по отношению к базису u1, . . . , un.
А именно, если x =

∑
uixi, то u∗i это в точности линейный функционал

x 7→ xi, сопоставляющий вектору x его i-ю координату в базисе u.
Теорема означает, в частности, что если V свободный модуль конечного

ранга, то rk(V ∗) = rk(V ) и, ESLI NE RAZLI^ATX LEWYE I PRAWYE MODULI, то
V ∗ ∼= V . А именно, сопоставление ui 7→ u∗i продолжается до изоморфизма.
Однако, этот изоморфизм не является каноническим, а зависит от выбора
базиса u1, . . . , un.

§ 2♦. pREOBRAZOWANIE KOORDINAT KOWEKTORA

Империализму и всем реакционерам присуща двойственность —
они одновременно являются и настоящими, и бумажными тиграми.

Мао Цзе-Дун

По самому определению двойственного базиса имеет место равенство



u∗1
...

u∗n


 (u1, . . . , un ) = e.
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Сопрягая его при помощи обратимой матрицы g ∈ GL(n,R), мы получим

g−1




u∗1
...

u∗n


 ( u1, . . . , un ) g = g−1eg = e.

Если g = (u Ã v) матрица перехода от базиса u к базису v, то сравнивая
это равенство с равенством




v∗1
...

v∗n


 ( v1, . . . , vn ) = e,

мы видим, что 


v∗1
...

v∗n


 = g−1




u∗1
...

u∗n




Таким образом, двойственный базис преобразуется контравариантно по
отношению к исходному базису.
Поскольку координаты в свою очередь преобразуются контравариантно

по отношению к преобразованию базиса, это значит, что координаты ковек-
тора по отношению к двойственному базису преобразуются ковариантно
по отношению к исходному базису. Иными словами, если (α1, . . . , αn) стро-
ка координат ковектора φ в базисе u∗1, . . . , u∗n, а (β1, . . . , βn) — его строка
координат в базисе v∗1 , . . . , v∗n, а g = (u Ã v) — матрица перехода от u к v,
то

(β1, . . . , βn) = (α1, . . . , αn)g.

К сожалению, традиционные учебники линейной алгебры настаивают
на том, чтобы для KOMMUTATIWNOGO кольца R записывать координаты в
LEWOM модуле V ∗ в виде столбца. При таком экстравагантном соглашении
координаты в V ∗ будут преобразовываться по формуле




β1
...

βn


 = gt




α1
...

αn


 ,

где транспонирование появляется ровно потому, что строка координат на-
сильственно отформатирована в виде столбца.
Заметим, что если нам вдруг взбредет в голову записывать двойствен-

ный базис в виде строки, то при преобразовании двойственных базисов по-
верх образения тоже должно появиться транспонирование, так что

(v∗1 , . . . , v∗n) = (u∗1, . . . , u∗n)g−t.
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Комментарий. Традиционно в геометрии и тензорном анализе V ∗ отож-
дествляется с V посредством задания на V невырожденного скалярного
произведения. В этом случае, чтобы подчеркнуть контравариантность по
отношению к исходному базису, двойственный базис обычно обозначается
через e1, . . . , en. Координаты векторов пишутся соответственно. Так, ко-
гда v ∈ V рассматривается как вектор, его координаты записываются с
верхними индексами, v = e1x

1 + . . . + enxn, а если он рассматривается как
ковектор, то в виде v = x1e

1 + . . . + xnen.

§ 3♦. wTOROE DWOJSTWENNOE, DWOJSTWENNOSTX

Образуем теперь двойственное пространство к двойственному простран-
ству и запишем каноническое спаривание:

V ∗ × V ∗∗ −→ R, φ, θ 7→ (φ)θ.

Сопоставим вектору u функционал θu = u∗∗ ∈ V ∗∗ полагая

(φ)u∗∗ = φ(u), φ ∈ V ∗,

или, в компактной записи,

u 7→ (u∗∗ : φ 7→ φ(u)).

Следующая теорема является одним из типичных проявлений явления из-
вестного как двойственность.

Теорема. eSLI V SWOBODNYJ MODULX KONE^NOGO RANGA, TO OTOBRAVENIE

V −→ V ∗∗, v 7→ v∗∗,

PREDSTAWLQET SOBOJ KANONI^ESKIJ IZOMORFIZM V NA V ∗∗.

dOKAZATELXSTWO. Прежде всего, утверждается, что u∗∗ ∈ V ∗∗. В самом
деле, следующее вычисление показывает аддитивность u∗∗:

(φ + ψ)u∗∗ = (φ + ψ)(u) = φ(u) + ψ(u) = (φ)u∗∗ + (ψ)u∗∗.

Однородность u∗∗ доказывается аналогично:

(λφ)u∗∗ = (λφ)(u) = λφ(u) = λ(φ)u∗∗.

Далее, утверждается, что отображение u 7→ u∗∗ линейно. В самом деле,
в силу линейности φ имеем

(φ)(u + v)∗∗ = φ(u + v) = φ(u) + φ(v) = (φ)u∗∗ + (φ)v∗∗

и для любого λ ∈ R,

(φ)(uλ)∗∗ = φ(uλ) = φ(u)λ = (φ)u∗∗λ.
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Таким образом, действительно

(u + v)∗∗ = u∗∗ + v∗∗, (uλ)∗∗ = u∗∗λ.

Наконец, утверждается, что ядро отображения u 7→ u∗∗ равно 0. В самом
деле, равенство u∗∗ = 0 означает, что φ(u) = (φ)u∗∗ = 0 для всех φ ∈ V ∗,
что невозможно, если u 6= 0. В самом деле, любой вектор u 6= 0 можно
выбрать в качестве первого вектора базиса и тогда, конечно, u∗(u) = 1 для
соответствующей координатной функции u∗.

Пусть теперь e1, . . . , en — базис в V , e∗1, . . . , e∗n — двойственный базис
V ∗ и e∗∗1 , . . . , e∗∗n — двойственный базис в V ∗∗. По определению

(e∗i )e
∗∗
j = δij = e∗i (ej).

Если размерность dim(V ) бесконечна, то даже над полем V ∗∗ не может
быть изоморфно V . Дело в том, что в этом случае dim(V ∗) > dim(V ). Го-
моморфизм V −→ V ∗∗, v 7→ v∗∗, продолжает оставаться инъективным, но
никогда не является сюръективным. Поэтому в функциональном анализе в
качестве двойственного к V пространства рассматривается не простран-
ство V ∗ WSEH линейных функционалов, а гораздо меньшее пространство
V ′ линейных функционалов NEPRERYWNYH по отношению к некоторой то-
пологии V . Пространство V называется рефлективным, если V ′′ −→ V ,
v 7→ v∗∗, является изоморфизмом топологических векторных пространств.
В соответствии с только что доказанным конечномерные векторные про-
странства рефлективны.

§ 4♦. dWOJSTWENNOE LINEJNOE OTOBRAVENIE

Пусть φ : U −→ V — линейное отображение правых R-модулей. Сейчас
мы построим линейное отображение φ∗ : V ∗ −→ U∗ левых R-модулей. А
именно, для любого θ ∈ V ∗ и любого u ∈ U положим

((θ)φ∗)(u) = θ(φ(u)) = (θ ◦ φ)(u).

Так как это равенство верно для любого u ∈ U , мы можем положить

(θ)φ∗ = θ ◦ φ.

Иными словами, отображение φ∗ сопоставляет линейному функционалу на
V его композицию с φ, которая, очевидно, является линейным функциона-
лом на U . Сейчас мы покажем, что это EDINSTWENNYJ способ определить
двойственное линейное отображение так, чтобы оно было согласовано с ка-
ноническим спариванием.



МОДУЛИ И ЛИНЕЙНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 125

Теорема. dLQ L@BOGO LINEJNOGO OTOBRAVENIQ φ : U −→ V SU]ESTWUET
EDINSTWENNOE LINEJNOE OTOBRAVENIE φ∗ : V ∗ −→ U∗ TAKOE, ^TO

〈(θ)φ∗, u〉 = 〈θ, φ(u)〉.

dOKAZATELXSTWO. Единственность φ∗ очевидна, если ψ∗ — другое отобра-
жение такое, что 〈(θ)ψ∗, u〉 = 〈θ, φ(u)〉 для всех θ ∈ V ∗ и u ∈ U , то, в силу
невырожденности спаривания между U и U∗ имеем (θ)φ∗ = (θ)ψ∗, для всех
θ ∈ V ∗, но это и значит, что φ∗ = ψ∗.
Для доказательства существования зафиксируем θ ∈ V ∗ и рассмотрим

отображение u 7→ 〈θ, φ(u)〉 как функцию на U . В силу линейности спа-
ривания по второму аргументу она линейна и, значит, принадлежит U∗.
Обозначим ее через (θ)φ∗. Осталось заметить, что в силу линейности спа-
ривания по первому аргументу сопоставление θ 7→ (θ)φ∗ линейно.

Теорема. pUSTX x — MATRICA φ W BAZISAH e1, . . . , en, f1, . . . , fm. tOGDA
MATRICA DWOJSTWENNOGO LINEJNOGO OTOBRAVENIQ φ∗ W DWOJSTWENNYH BA-
ZISAH f∗1 , . . . , f∗m I e∗1, . . . , e∗n RAWNA x.

dOKAZATELXSTWO. Отождествим вектор u ∈ U со столбцом координат в ба-
зисе e1, . . . , en, а столбец φ(u) ∈ V со столбцом коордиан в базисе f1, . . . , fm.
По определению матрицы линейного отображения для PRAWYH модулей име-
ем φ(u) = xu.
Проделаем теперь такую же операцию с элементами LEWYH модулей V ∗

и U∗ в двойственных базисах. При этом элементы двойственных модулей
истолковываются как строки, а спаривания U∗×U −→ R и V ∗×V −→ R —
как умножение строки на столбец. Таким образом, утверждение теоремы
представляет собой просто еще одну форму ассоциативности умножения,
θ(xu) = (θx)(u).

Теорема. dWOJSTWENNOE LINEJNOE OTOBRAVENIE OBLADAET SLEDU@]IMI
SWOJSTWAMI:
• (φ + ψ)∗ = φ∗ + ψ∗;
• (λφ)∗ = φ∗λ;
• (φψ)∗ = ψ∗φ∗;
• id∗V = idV ∗ ;
• φ∗∗ = φ.

dOKAZATELXSTWO. Все эти свойства вытекают непосредственно из опреде-
ления. Для модулей конечного ранга еще проще воспользоваться проведен-
ным в предыдущей теореме вычислением матрицы двойственного линейно-
го отображения.

§ 5♦. dWOJSTWENNOSTX DLQ PODMODULEJ

Определим левый ортогонал к подмодулю U ≤ V как

⊥U = {φ ∈ V ∗ | φ(u) = 0 для всех u ∈ U}.
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Правый ортогонал к подмодулю M ≤ V ∗ определяется совершенно ана-
логично:

M⊥ = {v ∈ V | φ(v) = 0 для всех φ ∈ M}.
Совершенно очевидно, что ⊥U подмодуль в V ∗, а M⊥ подмодуль в V . Из
этих определений непосредственно очевидно, что переход к ортогоналу об-
ращает включения.

Лемма. dLQ L@BYH PODMODULEJ U,W ≤ V I M, N ≤ V ∗ IMEEM

U ≤ W ⇐⇒ ⊥U ≥ ⊥W, M ≤ N ⇐⇒ M⊥ ≥ N⊥.

Теорема. pREDPOLOVIM, ^TO V KONE^NOMERNO I U ≤ V . tOGDA

U∗ ∼= V ∗/⊥U.

dOKAZATELXSTWO. Рассмотрим ограничение

resV
U : V ∗ −→ U∗, φ 7→ φ|U .

Тогда ⊥U есть в точности ядро этого отображения.

Таким образом, для векторных пространств получаем.

Следствие 1. iMEET MESTO RAWENSTWO

dim(V ) = dim(U) + dim(⊥U).

Для KONE^NOMERNYH векторных пространств отсюда вытекает такое за-
мечательное следствие.

Следствие 2. pUSTX dim(V ) < ∞. tOGDA DLQ L@BOGO PODMODULQ U ≤ V
IMEET MESTO RAWENSTWO (⊥U)⊥ = U .

dOKAZATELXSTWO. В самом деле, ясно, что (⊥U)⊥ ≥ U . С другой стороны,
предыдущее следствие и его аналог с заменой правых модулей на левые,
показывают, что

dim(U) + dim(⊥U) = dim(V ) = dim(V ∗) = dim(⊥U) + dim(⊥U)⊥.

Таким образом, dim(⊥U)⊥ = dim(U). Но это и значит, что (⊥U)⊥ = U .

Разумеется, для бесконечномерных пространств и для свободных моду-
лей конечного ранга над кольцом это, вообще говоря, совершенно неверно.
В этих случаях, как правило, (⊥U)⊥ строго больше, чем U . Для равенства
U должно, по крайней мере, выделяться прямым слагаемым, а для модулей
над кольцом это бывает крайне редко.
Следующий результат выражает DWOJSTWENNOSTX MEVDU SUMMOJ I

PERESE^ENIEM PODMODULEJ.
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Теорема. pUSTX dim(V ) < ∞. tOGDA DLQ L@BYH DWUH PODPROSTRANSTW
U,W ≤ V IME@T MESTO RAWENSTWA

⊥(U ∩W ) = ⊥U + ⊥W, ⊥(U + W ) = ⊥U ∩ ⊥W.

dOKAZATELXSTWO. Из леммы 1 вытекает, что ⊥U,⊥W ≤ ⊥(U ∩W ), а ⊥(U +
W ) ≤ ⊥U,⊥W и, значит,

⊥U + ⊥W ≤ ⊥(U ∩W ), ⊥(U + W ) ≤ ⊥U ∩ ⊥W.

Таким образом, нам осталось лишь доказать совпадение соответствующих
размерностей. Это утверждение представляет собой в точности теорему о
размерности суммы и пересечения. В самом деле,

dim(⊥U + ⊥W ) = dim(⊥U) + dim(⊥W )− dim(⊥U ∩ ⊥W )) ≥
dim(⊥U) + dim(⊥W )− dim(⊥(U + W )) =

dim(V )− dim(U)− dim(W ) + dim(U + W ) =

dim(V )− dim(U ∩W ) = dim(⊥(U ∩W )),

как и утверждалось.
Проверка совпадения размерностей для второго случая совершенно ана-

логична и читатель может провести ее самостоятельно. Впрочем, делать
это не нужно, так как совпадение размерностей во втором случае эквива-
лентно их совпадению в первом случае. В этом можно убедиться, например,
так:

dim(⊥(U ∩W ))) + dim(⊥(U + W )) =

2 dim(V )− dim(U ∩W )− dim(U + W ) = 2 dim(V )− dim(U)− dim(W ) =

dim(⊥U) + dim(⊥W ) = dim(⊥U + ⊥W ) + dim(⊥U ∩ ⊥W ).

Мы только что убедились, что первые слагаемые в левой и правой частях
совпадают. Но тогда, конечно, совпадают и вторые слагаемые.

Следствие. eSLI V = U ⊕W , TO V ∗ = ⊥U ⊕ ⊥W .

§ 6♦. tEOREMA fREDGOLXMA

Don’t answer me rashly, — because many, I know, quote the book who
have not read it, — and many have read it who understand it not: —
If either of these is your case, as I write to instruct, I will tell you in
three words what the book is.

Laurence Sterne. Tristram Shandy, Vol. II, Ch. II

В настоящем параграфе мы вскроем подлинный механизм альтернативы
Фредгольма. С точки зрения рассмотренной в настоящей главе теории она
состоит в DWOJSTWENNOSTI MEVDU QDRAMI I OBRAZAMI.



128 НИКОЛАЙ ВАВИЛОВ

В параграфе 4 мы сопоставили каждому линейному отображению φ :
U −→ V двойственное линейное отображение

φ∗ : V ∗ −→ U∗, θ 7→ θ ◦ φ.

При таком определении следующее утверждение практически очевидно —
по крайней мере для векторных пространств. Между тем, это одна из за-
мечательных классических теорем математики, из которой вытекают чрез-
вычайно важные следствия.

Теорема Фредгольма. iME@T MESTO SLEDU@]IE RAWENSTWA

Ker(φ∗) = ⊥ Im(φ), Im(φ∗) = ⊥Ker(φ).

dOKAZATELXSTWO. Первое равенство совершенно очевидно. В самом деле,
Im(φ) = {φ(u), u ∈ U}, и поэтому
⊥ Im(φ) = {θ ∈ V ∗ | ∀u ∈ U, | θ(φ(u)) = 0} = {θ ∈ V ∗ | θ ◦ φ = 0} = Ker(φ∗).

Для конечномерных векторных пространств второе равенство сразу сле-
дует отсюда при помощи второй дуализации (замените φ на φ∗ и примените
следствие 2 предыдущего параграфа). Однако, для общего случая нужно
независимое доказательство и сейчас мы увидим, что оно несколько слож-
нее, чем доказательство первой части. Это не должно нас удивлять, так как
даже в теории множеств существование одностороннего обратного для инъ-
ективного отображения (т.е. то, что мы только что проделали) очевидно,
а вот существование одностороннего обратного для сюръективного отоб-
ражения гарантируется только аксиомой выбора. Тем более, она должна
использоваться в нашем случае. Проще всего использовать аксиому выбора
в форме Хана—Банаха: любой линейный функционал на подпространстве
продолжается до линейного функционала на всем пространстве.
В самом деле, Ker(φ) = {u ∈ U | φ(u) = 0}, и поэтому

⊥Ker(φ) = {θ ∈ U∗ | φ(u) = 0 =⇒ θ(u) = 0} = {θ ∈ U∗ | Ker(θ) ≥ Ker(φ)}.
По теореме о гомоморфизме каждый такой гомоморфизм θ пропускается
через Im(φ) = U/ Ker(φ). Иными словами, существует такой линейный
функционал η ∈ Im(φ)∗, что θ = η ◦ φ. Так как Im(φ) выделяется прямым
слагаемым, то η можно продолжить на все V , например, положив его рав-
ным 0 на каком-то дополнении к Im(φ). Так как нас интересуют только
значения η на элементах Im(φ), мы продолжаем обозначать получившийся
линейный функционал на V той же буквой η. Таким образом, правая часть
равна

{η ◦ φ | η ∈ V ∗} = Im(φ∗),

как и утверждалось.

Сформулируем несколько непосредственных следствий теоремы Фред-
гольма.
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Следствие 1. iME@T MESTO SLEDU@]IE \KWIWALENTNOSTI.
• φ \PIMORFIZM ⇐⇒ φ∗ MONOMORFIZM.
• φ MONOMORFIZM ⇐⇒ φ∗ \PIMORFIZM.
• φ IZOMORFIZM ⇐⇒ φ∗ IZOMORFIZM.

Следующая переформулировка этого утверждения называется альтер-
нативой Фредгольма.

Следствие 2. sISTEMA ax = v IMEET RE[ENIE PRI L@BOJ PRAWOJ ^ASTI
W TOM I TOLXKO TOM SLU^AE, KOGDA SISTEMA ya = 0 IMEET TOLXKO TRIWI-
ALXNOE RE[ENIE.

dOKAZATELXSTWO. Ker(φ∗)⊥ = Im(φ).

Следствие 3. pUSTX φ : U −→ V — FREDGOLXMOW OPERATOR. tOGDA DWOJ-
STWENNYJ OPERATOR φ∗ : V ∗ −→ U∗ TOVE FREDGOLXMOW I

ind(φ∗) = − ind(φ).


